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Vorlesung

Allgemeines:
Ist kein Schul-Unterricht (obgleich Inhalt von dort bekannt sein sollte)

Vermittlung von viel Inhalt in wenig Zeit
pro Vorlesungsstd. jeweils 2 h Vor-/Nachbereitung
Vertiefung in Gruppeniibungen

Folien + Tafel, Folien im Netz (pdf) unter
http://numerik.uni-hd.de/” braack/biol

Inhalt:
@ Funktionen, Stetigkeit

Differentialrechnung

Integralrechnung

Vektoren, Matrizen, lineare Gleichungssysteme
Grundbegriffe der Statistik
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Ubungen

Teilnahmepflicht und Anwesenheitspflicht (Scheinkriterium)
in Gruppen mit ca. 30 Personen

Es stehen 4 Termine zur Verfiigung:
Mi 14-16, Do 14-16, Fr 10-12, Fr 11-13

Ausgabe und Abgabe: jeweils Dienstags vor der Vorlesung
Bearbeitung in 1-3er Gruppen

Korrektur durch die Tutoren (Reklamationen auch dort)

Riickgabe in den Gruppeniibungen

Ergebnis der Ubungen: 20% der Endnote

Zulassungskriterium Klausur: 50% der Punkte (=10% der Endnote)
Miindl. Teilnahme in den Ubungen wird beriicksichtigt.
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Klausur

@ Termin: Di. 14. Februar 2006, 11:00 Uhr, INF 230, gHS
@ Hier keine Gruppenarbeit.

@ Personalausweis und Studentenausweis mitbringen.

@ Wer gut bei den Ubungen mitgearbeitet hat wird profitieren.

4/172



Literatur

@ E. Batschelet: Mathematik fiir Biologen, Springer Verlag, 1980.
@ H. Vogt: Grundkurs Mathematik fiir Biologen, Teubner, 1983.
© A. Riede: Mathematik fiir Biologen.

©Q H. Behncke: A. Riede: Mathematik fiir Biologen I, Vorlesungsskript
http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/lehre/bio04/.

Folien im AnschluB an die jeweilige Vorlesungsstunde:

http://numerik.uni-hd.de/~ braack/biol

5/172



Kap. 1: Zahlen und algebraische Gesetze

Unter den naturlichen Zahlen N verstehen wir die Zahlen:
N = {1,2,3,...}
Die Null ist enthalten in Ny = N U {0}.
Die ganzen Zahlen Z beinhalten auch die negativen Zahlen:
z = {..,-3,-2,-10123,...}

Im Gegensatz sind die reellen Zahlen R nicht notwendig ganzzahlig und
konnen auch negativ sein: —1.05,2,7,v/2/3,...

Nicht alle reellen Zahlen konnen in Form eines endlichen, oder periodischen
Dezimalbruchs dargestellt werden (z.B. 7).

Offene Intervalle werden mit (a, b) bezeichnet, abgeschlossene mit [a, b]:
(a,b) = {xeR:a<x<b}
[a,b] = {xeR:a<x<b}
(a,b] = {xeR:a<x<b}
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Algebraische Gesetze

Multiplikation vor Addition, anderenfalls benutzt man Klammern:
ab+c=(ab)+c#a(b+c) (i.a)

Kommutative Gesetze: Die Reihenfolge zwei Zahlen zu addieren oder zu
multiplizieren, kann vertauscht werden:

at+b=b+c sowie ab = ba

Assoziative Gesetze: Addiert oder multipliziert man mehr als zwei Zahlen, so
ist das Ergebnis unabhingig von der Reihenfolge (von der Klammerung):

at+b+c=(a+b)+c=a+(b+c) sowie abc=a(bc)=(ab)c
Distributives Gesetz: Addition und Multiplikation sind hierdurch verbunden:

ab+ac=a(b+c)
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Gleichungen und Ungleichungen

o Bei der Auflésung von Gleichungen muss sichergestellt werden, nicht durch
Null zu teilen:
Bsp.: x? = px ergibt x(x — p) = 0, also x = 0 oder x = p.

@ Relationen <, <, > >.
Bsp: Diabetes, wenn die Konzentration von Glucose ¢ im Blut eine Stunde
nach Aufnahme von 50 g Glucose den Wert von 1.8 g/| iibersteigt:

c>1.8g/l

@ Bei der Umformung von Ungleichungen muss bei der Multiplikation mit

negativen Zahlen, das Ungleichheitszeichen “umgedreht” werden: z.B. fir
a>0:

c—1
a

—ab+c>1 = b<
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Mittelwerte

Bei Versuchsreihen ist der arithmetische Mittelwert von zentraler Bedeutung:

_ 1 1o
X = ;(X1+X2+...+X,,)I;'le,'
-

Die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist Null:

% é(x,' - Y) = 0

Gilt nicht fiir die Absolutbetrdge (arithmetisches Mittel der Abweichungen):

1 n
75 ‘X,'—Y|
n-

i=1

Ein haufigeres StreuungsmaB ist allerdings die Varianz, d.h. die mittlere
quadratische Abweichung:

Var(x) = 0? = 1 Z(X,' —x)?

n<

o = 4/ Var(x) wird Standardabweichung genannt.
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Beispiel

Alkoholgehalt bei einer Strassenkontrolle (in Promille)

Arithmetisches Mittel:

X; Xj — X (X,' — Y)2 _ 2.32 _
0. | -0464 0215296 X=—5- =0404
0.32 | -0.144 0.020736 Variang:
0.62 | 0.156 0.024336 ananz
1.2 | 0736 0.541696 , 0.88272
0.18 | —0.284 0.080656 0" = = 0.176544
2.32 0 0.882720
Standardabweichung:

o =/ Var(x) =0.42
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Potenzen

Potenzen mit ganzzahligen Vielfachen:
a"=a-a-...-a, a"=1/a" aeR, neN
n—mal

Besonderheiten: a® = 1 fiir a # 0.
Rechnen mit Potenzen: a"*” = a"a" und &% = a
Schreibweisen flir z.B. 36 000 km:

3.6 x 10*km oder 3.6 x 10’m (3.6e7 per Computer)
Bei Addition zuvor in gleiche Einheiten bringen:
36 km + 6500 m = 36 km + 6.5 km = 42.5 km
Potenzen mit Briichen als Exponent:
k= U
zB.: 27 = /2 und 40000/ = 200.
m—-te Wurzeln:

n—m

b=¢{a < b"=a (meN)
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GroBenordnungen

@ Vorsilben fiir Potenzen:

Symbol  Vorsilben  Faktor

T tera- 1000000000000 10%2
G giga- 1000000 000 10°
M mega- 1000000 106

k kilo- 1000 103

m milli- 0.001 1073
U mikro- 0.000001 1076
n nano- 0.000 000 001 107°
p pico- 0.000000000001 1012

@ Man sagt, dass zwei Zahlen “von der gleichen GréBenordnung” sind, wenn sie
sich um maximal den Faktor 10 unterscheiden.

o Beispiel: Das Vogelgrippenvirus HIN1 hat ein Gewicht von 0.0043 pg. Um
wieviele GroBenordnung unterscheidet es sich damit von einem einzelnen
Sauerstoffmolekiil 7
43.107%g:5.10723g ~ 108
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Beispiel Erythrozyten
@ Dicke 1-2 um,

@ Durchmesser 7-8 um,

e Anzahl 5.4 x 10° pro m® Blut
(Mann) bzw. 5.0 x 10° bei Frauen,

@ Blutmenge 5-6 /

Wie groB} ist die Gesamtoberfldche ?
Ansatz: Zylinder mit Durchmesser d = 7.5 x 107%m, Hohe h = 1.5 x 10~ %m.
Oberflache pro Blutzelle:

F = 2. Grundflache + Seitenflache
2(d/2)?n + whd = 1.237 x 107 %m?

@ Anzahl:

5 5.4 x10°
m  —

—— =207 x 10"
mm

Anzahl
(A2 55 % 108m

N = Blutvol. T =
mm

o Gesamtoberflache:

F-N = 1237 x107%m?.2.97 x 10" = 3674 m* ~ (60 m)?

13/172



Signifikante Stellen

In der Praxis haben wir es haufig mit fehlerbehafteten GroBen zu tun:

WeiB man beispielsweise, dass bei der Messung der Lange 35.27 km der
maximale Fehler 0.005 km betragt, so spricht man von vier signifikanten
Stellen.

Die signifikanten Stellen sind unabhéngig von der Einheit, bzw. vom Komma:
35.27km = 35270 m hat jeweils vier signifikanten Stellen.

Insofern ist die Darstellung 3.527 x 10* m sinnvoll und kann andere (weniger)
Informationen beinhalten als 3.5270 x 10* m.

Ergibt eine Messung den Wert 35.278 872 mm bei einer maximalen
Genauigkeit von 5 um ist 3.5279 x 1072 m eine geeignete Darstellung.
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Rundungsfehler

@ Ausloschung: Bei Subtraktion gleich groBer Zahlen konnen signifikante
Stellen verloren gehen. Bsp: 6.413m —6.412m=1x10"3m =1 mm.

e Multiplikation und Division tibertragt die (minimale) Genauigkeit auf das
Endergebnis. Bsp.: 14.04-2.3/39.7 = 0.813 hat die Genauigkeit der Zahl 2.3,
also ist 0.81 eine geeignete Darstellung.

@ Das arithmetische Mittel kann eine hohere Genauigkeit besitzen als die
Einzelwerte:

58 6.1 57 56 62 58 59 62 6.0 59

ergibt x = 5.92.
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Kap. 2: Funktionen

Definition: Unter einer Funktion (oder auch Abbildung) f : D — Z versteht man
die Zuordnung eines jeden Elementes aus dem Definitionsbereich D auf jeweils ein
Element aus der Zielmenge Z.

e Gilt f(x) = z, so heisst x Urbild von z, und z heisst Bild von x.

@ Die Menge aller Elemente aus Z, die ein Urbild in D besitzen, heisst
Wertebereich (oder ebenfalls Bild) f(D) C Z. Ist also z im Wertebereich von
f, so ist die Gleichung

flx) = z

durch mindestens ein x € D erfiillt.
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Funktionen (Forts.)

Zur genauen (expliziten) Definition einer Funktion bendtigt man sowohl

@ den Definitionsbereich, der angibt auf welche Werte von x die Funktion
angewendet werden soll, und

o die Funktionsvorschrift, die bestimmt wie man den Funktionswert f(x) aus x
erhalt.

Haufig wird ein sinnvoller Definitionsbereich mitgeliefert:
Beispiel: Das Volumen eines Zylinders bestimmt sich aus dem Radius:

V(r)= %71’[’3

Hier mag der Definitionsbereich D = RS = {x € R : x > 0} sinnvoll sein.
Funktionen konnen auch abschnittsweise definiert sein, z.B.:

2
flx) = {x, wenn x >0

—X, sonst.
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Darstellung von Funktionen

Im folgenden nehmen wir an, dass der Definitionsbereich aus reellen Zahlen
besteht, also D C R.

Eine Funktion f : D — Z wird haufig durch seinen Graphen dargestellt. Dies ist
(formal) die Menge aller Tupel / Punkte (x, f(x)) mit x € D. Der Graph von f ist
eine Teilmenge des Produktraums D x Z.

20

T
X*x
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Lineare Funktionen

Eine lineare Funktion f : R — R ist von der Form
f(x) = ax+b mitabeR.

a heiBt Steigung von f.

Ist x = t die Zeit, so werden gewisse WachstumsprozeBe durch lineare
Funktionen beschrieben.

Beispiel: Absorption von Kalium bei Mais.

duﬁhkell
Wachstumsrate: g ° >

N

1.8 4mel (dunkel -
S nee ) g .

4.0 4mel (hell) £ o
' hGE re

0

Zeitt

3.5
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Bestimmung linearer Funktionen

Beispiel: Photochem. Reaktion bei Rohrkolben ist bei weniger Frost wirksamer.
Annahme: linearer Zusammenhang mit Unbekannten a, b:

f(x)=ax+b (x = Anzahl Frosttage)
und bekannten Messungen der Hill-Aktivitat y; = f(x1), y2 = f(x2).

Frage: Wie erhidlt man a, b?

o Diese Koeffizienten lassen sich eindeutig durch die Messungen zu zwei
unterschiedlichen Stellen x; und x, bestimmen:

yi—y2
X1 — X2

@ sowie anschlieBendem Einsetzen und Umformen:
f(Xl) = ¥y = ax;+b

Hier: x; = 100 Tage, xo = 300 Tage, y; = 42 HE (Hill-Einheiten), y» = 21 HE.
= a = —21/200 HE/Tag, b =42HE + 21 HE/2 = 52.5 HE.
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Walbestand 2005

AufgepalBt bei Grafiken

@ Selbst bei einer linearen Skalierung der Achsen, konnen unterschiedliche
Sachverhalte suggeriert werden.

@ Hier wird der gleiche funktionale Zusammenhang dargestellt:

1 1
f(t) = 21+ —t+ —sin(t nicht mehr linear
(1 oot oosin(e) )
1
t) = 209+ —t (linear
(1) -5t (linear)
30 T 214
f— [ Jp—
g g
21.3
25
g 212 S
20 é 21.1 /
§ 21 )
15 e
209 [+
10 20.8
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zeitt Zeitt
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Polynome
Unter einem Polynom vom Grad n € Ny versteht man eine Funktion
p:R — R der Form
n
p(x) = ag+ax+ x>+ ... apx" = Z ajx',
i=0
mit reellen Zahlen a; € R, a, # 0.

e Fall n=0: sind dies die konstanten Funktionen p(x) = c.
e Fall n = 1: sind dies die linearen Funktionen p(x) = ax + b.

e Fall ag =...=a,-1 = 0: Monome oder Potenzfunktionen p(x) = ax”".
Beispiel eines einzelliges Lebewesens kugelférmiger Gestalt:
Oberfliche  S(r) = 4rr?
4
Volumen V(ir) = §7rr3

Verdopplung des Radiuses r fiihrt auf ein Ver-4-fachung der Oberflache und
einer Ver-8-fachung des Volumens.
Stoffwechsel in der Biologie: Verhaltnis S(r) : V/(r) ist wichtig = < r < r.

22/172



Poiseuille! Stromung in BlutgefaBen

o Parabolisches Geschwindigkeitsprofil in laminarer Stromung:

Pressure
a | Drop
- = R2 _ 2
() = R
1 =Viskositit, F U Restmpes |
R =GefiBradius, to flow R
a=(Py — P,)/L =rel. Druckdifferenz be—L —

@ Maximale Stromungsgeschwindigkeit fiir P; — P, = 400 Pa, L =2 cm,
R=8-10"5mund u=2.7-10"3Pas:

_ — AR &
_IgnSaéRv(r) =v(0) = 4MR ~ 1.185 .

1J.L. Poiseuille (1799-1869), franz. Physiologe und Arzt.
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Losungen quadratischer Gleichungen

Das Losen einer quadratischer Gleichungen entspricht dem Finden von
Nullstellen einer quadratischen Funktion:

f(x)=ax’+bx+c = 0 mita#0

o Es gibt maximal zwei Losungen xi, x; € R.
o Es genligt Nullstellen zu a =1 zu betrachten:

g(x) = X*+px+q, (p=b/a,qg=c/a)
“p — q—"Formel:
2 2 " T T T dineN's — |
o -G T E
N y - 7B:|: (B>2 4 = r ]
2 2 /
sofern p? — 4q > 0.

Im Fall p> — 4q = 0, nur eine NS.

Im Fall p> — 4q < 0, keine reellen Losungen.
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Beschrankte Funktionen

o f: D — R heiBt nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl M € R gibt, so

dass f(x) < M fiir alle x € D.

@ Entsprechend heiBt sie nach unten beschrankt, wenn f(x) > m fiir alle x € D

fur ein m € R.

@ f: D — R heiBt beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten

beschrankt ist.

niemals eindeutig.

Beispiel:
D =R*

1
flx) = X*+=
(x) <

Eine untere Schranke ist offenbar m = 0,

aber ebenso m = 1.

25

20

M heiBt dann obere Schranke und m heiBt untere Schranke. Diese sind

XXX —
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Schranken

@ Eine obere Schranke M der Funktion f : D — R heiBt kleinste obere
Schranke, wenn fiir jedes noch so kleine € > 0 die Zahl M — ¢ keine obere
Schranke von f ist.

@ Entsprechend ist eine untere Schranke m eine groBte untere Schranke, wenn
fir jedes noch so kleine € > 0 die Zahl m + € keine untere Schranke von f ist.

@ Es kann der Fall eintreten, dass der Wert der kleinsten obere Schranke
angenommen wird, als auch nicht.

Beispiele:
e Im Fall f(x) = /|x| — 1 ist m = —1 groBte untere Schranke von f : R — R.
Dieser Wert wird fiir x = 0 sogar angenommen.

o Fiir die Funktion f: R\ {0} — R, f(x) =2 — x~2ist M = 2 kleinste obere
Schranke, obgleich f(x) < M fiir alle x € R\ {0}.
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Symmetrische Funktionen

Wir wollen annehmen, dass der D ein offenes oder ein abgeschlossenes Intervall
der Form D = (—a, a) bzw. D = [—a, a] mit a > 0, oder D = R ist.

o f heiBt gerade, wenn fiir alle x € D gilt: :
f(—x) = f(x) T |
In diesem Fall ist der Graph von f | ]
achsensymmetrisch zur y—Achse. 2

@ f heiBt ungerade, wenn fiir alle x € D gilt: ° T oo
f(—x) = —f(x) i 1
In diesem Fall ist der Graph von f At .
punktsymmetrisch zum Ursprung. 2 :

-3

L
-3 2 -1 0 1 2 3

@ Die Untersuchung von Symmetrieeigenschaften kann u.U. die Untersuchung
einer Funktion vereinfachen, zB. ist a Nullstelle einer ungeraden oder einer

geraden Funktion, so ist auch —a Nullstelle.
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Beispiele symmetrischer Funktionen

e Potenzfunktionen (Monome) mit geradem Grad n=2m € {2,4,6,...} sind
gerade:

F(x) = (327 = ((-x))™ = ()" =" = F(x)

o Potenzfunktionen (Monome) mit ungeradem Grad n=2m+1 € {1,3,5,...}
sind ungerade:

F(x) = (™ = (x)P"(x) = X7(x) = " = —f(x)
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Periodische Funktionen

Eine Funktion f : R — R heiBt periodisch, wenn ein p > 0 existiert, so dass

fir alle x € R gilt:
fx+p) = F(x)

Die kleinste positive Zahl p > 0, fiir die dies gilt heiBt Periode.
Beispiel: trigonometrische Funktionen mit der Periode p = 27:

J
oA
REANR

6 4 2 0 2 4 6

Man iiberlege sich, dass auch fiir eine periodische Funktion f mit Periode p

auch gilt: f(x — p) = f(x) fiir alle x € R.

Von einer Peride p = 0 zu sprechen, ist nicht sinnvoll.
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Monotonie

@ Eine Funktion f : D — R heiBt monoton wachsend (oder monoton steigend),
wenn fur alle x,y € D mit x < y gilt:

f(x) < f(y).
@ Eine Funktion f : D — R heiBt monoton fallend, wenn fir alle x,y € D mit
x < y gilt:
f(x) > f(y).

@ Gelten in obigen Definitionen statt “<” bzw. “>" sogar “<" bzw. "“>",
dann heiBt f sogar streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend.

Beispiele: 1 \ T
o f:RT — R, f(x) =1/x ist streng ’ \
monoton fallend. ® \

o f: D — R, f(x) = x? ist streng
monoton wachsend fir D = RT,
und streng monoton fallend fiir
D = ]R_' -20 0.5 1 15 2

30/172



Abbildungs-Eigenschaften von Funktionen

@ f: D — Z heisst injektiv, wenn jedes Element aus dem Wertebereich,
z € f(D), genau ein Urbild x € D besitzt.

o f: D — Z heisst surjektiv, wenn Z = f(D) gilt.
e Ist f : D — Z injektiv und surjektiv, so ist diese Funktion bijektiv.
Beispiele:
o Nichtkonstante lineare Funktionen f : R — R (mit Steigung a # 0) sind
bijektiv.
@ Bijektive Funktionen sind umkehrbar, d.h. es gibt eine Funktion
f~1:Z — D, so dass f~1(f(x)) = x fiir alle x € D.
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Kap. 3: Folgen

o Eine Folge
{a1,a2,33,...} C Z

ist im Grunde eine Funktion a: N — Z, mit a(n) = a, fir n € N.

@ Die Zahl n bezeichnet man in dieser Schreibweise als Index von a, wahrend a,
das n—te Glied der Folge ist.

@ Die zuvor eingefiihrten Bezeichnungen der Monotonie, Beschranktheit und
Peridozitat tibertragen sich sinngemaB von Funktionen f : R — R auf Folgen
a:N—R.

@ Wir bezeichnen solch eine Folge mit (a,)en, oder auch kurz (a,).
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Beispiele von Folgen

Die Folge a: N — R,
a, = (-1)"

nimmt wechselweise die Werte —1 und 1
an. Diese Folge ist somit periodisch.

Dies flihrt bei der Folge b: N — R,

by = 1+(-1)"

S|

dazu, dass ausgehend vom Wert 41 der
Ausdruck 1/n abwechselnd addiert und
subtrahiert wird.

T T T T T T

T T T T
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Konvergente Folgen

Definition: Eine Folge reeller Zahlen (a,) konvergiert gegen ein a € R, wenn zu
jedem (noch so kleinem) ¢ > 0 stets ein (von € abhingiges) N = N(e) existiert,
mit der Eigenschaft:

lan—al < e firallen>N.
In diesem Fall heiBt a Grenzwert (oder Limes) der Folge (a,). Man schreibt:

a = lima, oder a,— a

n—oo

Anderenfalls heiBt die Folge divergent.

Definition: (a,) heift bestimmt divergent gegen oo (gegen —oo), wenn zu jedem
K € R stets ein N € N existiert mit

a, > K Vn>N (an < K)
Schreibweise: lim, o a, = 0o (bzw. lim,_,o a, = —0).

Diese Folgen sind also notwendigerweise unbeschrankt.

34/172



Beispiele von Folgen

o Die Folge (a,) mit a, = n divergiert bestimmt gegen oo.
e Die Folge (a,) mit a, = (—1)" divergiert, aber nicht bestimmt gegen +oc.
e Die Folge (a,) mit a, = —2" divergiert bestimmt gegen —oo.
@ Ist (a,) eine Nullfolge positiver Zahlen, also
lim a, =0,
n—o0

so divergiert die Folge (1/a,) bestimmt gegen oo:

lim — =00
n— oo an
@ Umkehrung: Gilt lim a, = co mit a, > 0 fir alle n € N, so: lim ai =0

Achtung: Mit dem Symbol co kann man nicht rechnen wie mit reellen Zahlen.
Beispielsweise ist der Ausdruck oo 4+ 1 = oo gefahrlich, da man folgern konnte
1=0.
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Eigenschaften konvergenter Folge

Linearkombinationen von konvergenten Folgen (a,), (b,) sind wieder
konvergent:

lim (Aap + puby) = A lim (ap) + w1 lim (by)
Ein Produkt zweier konvergenten Folgen (a,), (b,) ist wieder konvergent:

lim (anby) = lim (a,) lim (b,)
n—oo n—oo n—oo

Das Produkt einer Nullfolge (a,) mit einer beschrankten Folge (b,) ist wieder
eine Nullfolge.

Achtung: Die Umkehrungen obiger Aussagen gilt i.a. nicht, z.B.:
1 1
a,,:—2,b,,:n aber a,b, = - — 0.
n n

Es genugt Nullfolgen zu verstehen, denn es sind aquivalent:
(1) lim a,=a,
n—oo
(i) lim (a, —a) =0, d.h. (b,) ist Nullfolge mit b, = a, — a.
n—oo
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Fibonacci Folge

Szenario:
» Erwachsene Hasen bringen jeden Monat ein Paar Junge auf die Welt.
» Junge werden in 2 Monaten erwachsen.
» Entwicklung bei anfanglich einem Paar: 1,1,2,3,5,8,13,...

Diese Folge ist rekursiv definiert (Fibonacci Folge):

.31:17 32:1,

any1 =ap+ap-1 n=>2

Wird zukiinftig eine stabile Wachstumsrate erreicht 7
a
b, = T ——b? (n— )
an—-1
Es gilt:
a a an— 1
n+1:7n+n1<:>bn+1:1+7
an an  an bn

Somit miisste gelten b=1+ % > 1, bzw.

b:%(1+\/§):1.618...

Achtung: Es ist hiermit noch nicht gezeigt, dass (b,) gegen b konvergiert.
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Fibonacci Zahlen in der Biologie

@ Schraubenlinienformige Anordnung von Blattern
mit Divergenzwinkel 0 < 6 < 360°.

@ Periode n und m Umlaufe, wenn:
nd = 360°m

zB: 0 =144°, n=5 m=2.
@ Die Fibonacci Zahlen 1,2,3,5,8,13,21, ... sind

. . . .. . [y : H
die haufigsten anzutreffensten Werte fir m und n. ks 4
ot B
m N

1 einige Zwiebelpflanzen

1 Erle, Birke

2 Weiden, Rosen, Steinobst

3 8 Kohl, Astern, Habichtskraut
5

8

3

1 W NS

13 Nadeln von Nadelholzer
21  Schuppen von Fichte- und Tannenzapfen

13 34 Schuppen von Pinienzapfen
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Diskretes logistisches Wachstumsgesetz

@ Populationsanzahl zur Zeit t,:
a, = ap1(l4+g—s)—ba>

Geburtenrate g, Sterberate s, Wettbewerbseffekt b.
o Existiert eine stabile, konstante Populationsanzahl ?

lim a, = 7
n—oo
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Cauchy Kriterium

Das Cauchy Kriterium besagt, dass eine Folge reeller Zahlen (a,) genau dann
konvergent ist, wenn fiir jedes noch so kleine € > 0 stets ein N € N existiert, so
dass:

lan —am| < € fiiralle mn>N.

o Offensichtlich wird fiir dieses Kriterium der Limes der Folge nicht benétigt.

o Beispiel: Wahle fiir die Folge a, = 1/n ohne Einschrénkung der Allgemeinheit
m > n:

1 1‘ 1
o<y
n m n

|an_am| = < <€

SN

1
m

firm>n>N:=2/c.
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Reihen

@ Ist (a,), n € Ny, eine Folge reeller Zahlen, so heifBt
n
s, = ap+...+a, = Zak
k=0
n—te Partialsumme dieser Folge.

@ Die Folge der (s,) bilden eine sogenannte Reihe.

o Konvergiert diese Folge (s,) so wird der Grenzwert bezeichnet mit:

g ax = lim s,
n—oo
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Wettrennen von Fuchs und Hase

Problem:
@ Wettrennen zwischen Fuchs (10 m/s) und Hase (5m/s).
@ Der Hase bekommt einen Vorsprung von 10 m.

@ Kann der Fuchs den Hasen einholen ?

Fuchs holt den Vorsprung von 10 m auf, Hase lauft 5 m weiter,
Fuchs holt den Vorsprung von 5 m auf, Hase lauft 2.5 m weiter,

vy VY VvVYy

Behalt der Hase nicht immer einen Vorsprung?

Losung: Obiges Problem fiihrt auf folgende konvergente Reihe:

1 1 > 71\ *
Itotg+. = 2(2) =2

k=0

Diese Summe heiBt geometrische Reihe.
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Geometrische Reihen

o Mit eine reelle Zahl x # 1 gilt fiir die endliche geometrische Reihe:

n n+1
X - -
k=0

1—x

e Ist |x| < 1, so gilt fiir die unendliche geometrische Reihe:

denn:

n
1 xmtl 1-
S-S~ ) ()
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Zinses-Zins Rechnung

e Man zahle jahrlich (jeweils zum 1.1) einen Betrag x auf ein Konto ein, dass
mit einem ZinsfuB von p % verzinst wird. Wie hoch sind die Ersparnisse nach
n Jahren?

1. Jahr: K1 = xq mit ¢ = 1+ p/100
2. Jahr: Ky = (K1 + x)g = x(¢* + q)
3. Jahr: Kz = (Ka +x)g = x(q° + ¢° + q)

n+1
n. Jahr: K —XZq —x q

@ Wenn man anschliessend jahrlich den Betrag y abhebt (Rente):
n-+1. Jahr: Knt1 = (Kn —¥)q

n+2 Jahr  Kpio = (Knt1 — ¥)qg = Kn@® — ya* — ygq
qm+1 —q
n+ m. Jahr: Kotm = (Kntm—1—y)q = Kag™ — }/ﬁ

o Wie lange halt das Kapital 7
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Harmonische Reihen

o Nicht fiir jede Nullfolge (a,) ist die zugehdrige Reihe beschrankt.

o Beispiel: ax = % bildet eine Nullfolge, aber die harmonische Reihe divergiert
gegen oo:

1
S o=
k=1

Dies sieht man durch geschicktes Zusammenfassen:

IRUE SR SR S I S S i
stgtgtgtotgt sty
—_— —

> >

Nl
Nl

@ Allerdings konvergiert fiir jedes m € N, m > 2, die Reihe
P
km
k=1
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Konvergenzkriterium von Cauchy fiir Reihen

Unmittelbare Anwendung des Cauchy Kriteriums auf Reihen ergibt:

Satz: Eine Reihe ), ax ist genau dann konvergent, wenn fiir jedes noch so kleine
€ > 0 stets ein N € N existiert, so dass:

n
>
k=m

< € furallemn>N.

Folgerungen:
o Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe ist, dass (a,)
eine Nullfolge ist.
@ Diese Bedingung ist allerdings nicht hinreichend, d.h. es gibt divergente
Reihen die aus Nullfolgen (a,) gebildet sind (z.B. harmonische Reihe mit
Exponent m=1).

46 /172



Majorantenkriterium Reihen

Sei (c,) eine Nullfolge nicht-negativer reeller Zahlen, so dass die zugehdrige Reihe
konvergiert, also > ¢, < oo. Ferner sei die Folge (a,) durch (c,) majorisiert,

d.h: |a,| < ¢, fiir alle n € N. Dann konvergiert auch die Reihe

o0
Z|a,,| < o00.
n=0

Beispiel: Man weisst leicht durch vollstandige Induktion nach, dass

Z 1 - n
— k(k+1) n+1°

Damit folgt die Konvergenz >, R k+1) = 1. Folglich folgt fir m > 2 auch

wegen k™ > k(k +1)/2.
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Quotientenkriterium fiir Reihen

@ Die unendliche Reihe Z;’io ax konvergiert, wenn ein 0 < a < 1 existiert, so
dass fur fast alle n € N gilt:

an—}—l
an

o ‘“fast alle” bedeutet: alle bis auf endlich viele, also fiir alle n > N mit
beliebigem N € N.

@ Die harmonische Reihe erfiillt das Quotientenkriterium nicht.

@ Auch das Quotientenkriterium ist nur eine hinreichende, aber keine
notwendige Bedingung. Gegenbeispiel:
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Wourzelkriterium fur Reihen

@ Die unendliche Reihe Ziio ayx konvergiert, wenn ein 0 < a < 1 existiert, so
dass fiir fast alle n € N gilt:

1/n

|an] < a

o Beispiel: Fiir |x| <1, a, = x"

o0
Zxk < oo, dala,|" =|x <1
k=0
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Kap. 4: Stetigkeit
Definition: Eine Funktion f : D — R heiBt stetig an der Stelle x € D, wenn fiir
jede Folge (x,) mit x, — x gilt: f(x,) — f(x).
Ist f an jeder Stelle x € D stetig, so heiBt f stetig (auf ganz D).
Anschaulich bedeutet dies (in einer Dimension), dass sich der Graph der Funktion

f in einer kleinen Umgebung von x in einem Zug durchzeichnen 1aBt. Diese
Interpretation ist anschaulich gerechtfertigt aber mathematisch nicht exakt genug.
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Grenzwertbildung bei Funktionen

Bisher hatten wir fiir natiirlichen Zahlen n Ausdriicke der Form

lim a,

n—oo

Nun betrachten wir auch Ausdriicke der Form lim,_,, f(x), definiert durch
lim f(x) = lim f(a,)
X—a n—oo

mit einer Folge (x,) — a. Hierbei kann a € R oder sogar a = co oder
a = —oo0 sein.

Entsprechend ist eine Funktion f : D — R stetig in einem Punkt a € D, wenn
lim f(x) = f(a)

Konvergente Folgen (x,) — x, bleiben unter stetigen Funktionen also
konvergent, sofern der Grenzwert x im Definitionsbereich der Funktion liegt.
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Beispiele unstetiger Funktionen

@ Treppenfunktionen sind unstetig an den Sprungstellen.
o f:R* =R,

fx) = x—1 falls x <0
o %Jer falls x > 0

ist unstetig im Nullpunkt x = 0. An allen anderen Stellen ist f stetig.

2

15 F

1+

Nachweis: a, = 1, lima, = 0, aber: os |
0

1 1 1 ol

f(an):§+§—>§¢0:f(0) O_TV

-1.5 |

I

L L
-1 -0.5 0 0.5
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Weitere Charakterisierung der Stetigkeit

Notwendige und hinreichende Bedingung:
Eine Funktion f : D — R ist genau dann stetig im Punkt xg € D, wenn es zu
jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

[x — x| <§ = |f(x)—f(x)| < ¢
Beispiel: (a) Die Betragsfunktion x — |x| ist stetig. Im Nullpunkt xo = 0 gilt
beispielsweise mit € = §:
Ix =x0| = [x| <0 = Ix| =[xl = |x|] <€

(b) Die Funktion

X3, wenn x > 0,
fl) = { —x2,  sonst.
ist ebenfalls im Nullpunkt xo = 0 stetig, denn fiir |[x — x| < d < 1:
f(x) = F(0)] = [f(x)] <x* <&

Die Wahl € = 62 leistet also das Gewiinschte.
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Beispiele stetiger Funktionen

Polynome sind stetig in ganz R.

Wichtig bei der Definition ist, dass nur Punkte x € D betrachtet werden.
Dies scheint zwar selbstverstandlich, kann aber in die Irre fiihren.
Beispielsweise ist die Funktion

1
f:R* - R, X — =

X
stetig auf D = R* = R\ {0}, denn sie verhilt sich an jedem Punkt x # 0
vollkommen “harmlos”.
Jede Fortsetzung von f(x) = 1/x auf ganz R ist unstetig im Nullpunkt.
Rationale Funktionen f : D — R,
p(x)
f(x) = —/=, (p,qg= Polynome
() = B )

sind auf D = {x € R: g(x) # 0} stetig.
Summen und Produkte stetiger Funktionen sind wieder stetig.
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Stetigkeit bei der Komposition von Funktionen

Gegeben zwei Funktionen

f:D—-R, x—y
g:E—-R, y—z mit f(D) C E

Komposition / “Nacheinander-Ausfiihrung” von Funktionen

gof:D—R, x—z
(gof)(x) = &(f(x))

Ist f im Punkt a € D stetig, und g im Punkt f(a) stetig, so ist auch diese
Komposition stetig im Punkt a.

Beispiel: f(x) = x2, g(x) = /x. Dann ist
(gof)x) = Vx? =[x

stetig in ganz R.
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Ein “pathologisches” Beispiel

Die Funktion

sin% falls x £ 0
flx) = {o falls x = 0

ist im Nullpunkt unstetig, obgleich es folgende Folgen gibt:
@ a, <0, lima,=0, f(a,) — 7(0)
@ b, >0, limb, =0, f(b,) — f(0)

Begriindung: Es gibt eben auch eine andere Folge (¢,) mit limc, = 0 und

lim f(c,) # £(0).
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Anwendungsbeispiel

@ Eine Person nehme taglich eine konstante Dosis d eines Umweltgiftes auf.
Ferner werde der Anteil p € [0,1] des angesammelten Giftes wieder
ausgeschieden.

@ Wie beschreibt man dies mit Hilfe einer rekursiv definierten Folge a, ?

a = d
a, = (1—P)3n—1 +d

o Wie lautet diese Folge direkt (nicht rekursiv) definiert?

dp = (1—p)ao+d
a2 = (1-p)((1-p)d+d)+d=d(1-p)+(1-p)+(1-p)°)
a, = dZ(l—p)’Zd—l_(l_p)n+1

i=0 p

o Welche langfristige Vergiftung stellt sich ein?

x = Jiman = dlp
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Anwendungsbeispiel (Fortsetzung)

@ Wie beschreibt man den Vorgang kontinuierlich (stetig) in der Zeit t > 07

o) = gl (=P d

P > (t — )

p=1/4 d=l ——
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Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz: Sei f : [a, b] — R stetig mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann
hat f mindestens eine Nullstelle im Intervall [a, b].

6

Folgerung 1: Eine stetige Funktion f : [a, b] — R nimmt jeden Wert p mit
f(a) < p < f(b) in diesem Intervall an, d.h. es existiert stets ein ¢ € [a, b] mit

f(c) =p.
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Minima und Maxima stetiger Funktionen

Folgerung 2: Eine stetige Funktion f : [a, b] — R ist auf diesem Intervall
beschrankt und nimmt dort ihr Minimum und Maximum an, d.h. es existieren
x7,xT € [a, b] mit:

f(x") = inf f

() = inf )

f(x") = sup f(x)
x€[a,b]

@ Dies gilt nicht auf offenen oder halboffenen Intervallen, z.B., ist die stetige
Funktion f : x — 1 auf (0, 1] nicht (nach oben) beschrankt und nimmt somit
auch kein Maximum an.
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Die Exponentialfunktion

@ Die folgende unendliche Reihe konvergiert fiir alle reellen Zahlen x:

oo
1
>
n!
n=0

Denn aufgrund Quotientenkriterium:

dnt1

= < = fiir n > 2|x|
an n+1 2
@ Die Exponentialfunktion ist stetig auf ganz R:
= 1
e* = exp(x) = Z Hx” (Konvention 0° = 1)
n=0

@ Durch e* werden (in der Biologie) viele =}
WachstumsprozeBe beschrieben. sl

o Es gilt die Funktionalgleichung;:

et = e’  VabeR °f /

3
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Die Logarithmusfunktion

o Der Logarithmus In : R* — R ist die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion exp : R — R™:

In(exp(x)) = x sowie exp(In(x)) = x
o Funktionalgleichung des Logarithmus: 4 ma

3r 4

In(ab) = In(a)+In(b) 2r S

s / ]

denn es gilt: 0 1
Al i

en(@)  _—  gp — @n(a)gln(b) _ gin(a)+in(b) - I A

3 i

und exp : R — R+ ist leektIV -4(1 ‘1 2 3 4 5 (‘5 7 8 9 10
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Logarithmische Skalierung

o Funktionale Zusammenhange der Form
f(x) = x¢

lassen sich sehr gut mittels logarithmischer Skalierung veranschaulichen:

10000
X2
1000 - o
A
100 | X2
10 - 1
L J

0.1 B
0.01
0.001 |- B
1e-04 B
1e-05 | 1

1e-06 L L
0.01 0.1 1 10

@ Der Exponent « entspricht dann gerade der Steigung der Geraden.
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Kap. 5: Differenzierbarkeit

f.D—-R, DCR

Definitionen:
o Differenzenquotient an einer Stelle x € D:
f h)y—f
Dpf(x) := flx+h) ~ () f); (x)

o f heiBt differenzierbar in x € D, wenn die Folge der Differenzenquotienten fiir
h — 0 konvergieren. Dieser Grenzwert heiBt dann Ableitung von f an der
Stelle x:

Flx) = ,liL“Oth(X) _ A@O f(x—l—h/))—f(x)
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Differenzierbare Funktionen

@ Die Folge (Dnf(x)) muB fiir jede Nullfolge h — 0 konvergieren, damit f
differenzierbar ist.

o Damit f(x + h) lberhaupt definiert ist muB eine ganze (noch so kleine)
Umgebung von x in D enthalten sein:

[x—ex+¢€ < D (fiir ein € > 0)

@ Die Ableitung entspricht gerade der Steigung der Tangente am Punkt x des
Graphen von f.

X +h
o Ein Differenzenquotient entspricht jeweils der Steigung einer Sekante.
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Beispiele differenzierbarer Funktionen

Konstante Funktionen sind differenzierbar mit verschwindender Ableitung:
flx) = ¢, filx)=0
Monome vom Grad n € N sind differenzierbar:
flx) = x", f(x)=nx""1
Die Summe differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar:
(Frg)(x) = f(x)+g(x)

Die Skalierung einer differenzierbaren Funktion mit einer Zahl )\ € R ist
differenzierbar:

(Af)(x) = AM(x)
Die trigonometrischen Funktionen sind differenzierbar:
sin’(x) = cos(x)

cos'(x) = —sin(x)
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Beispiel einer nicht differenzierbaren Funktionen

Die Betragsfunktion ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.

fx) = Ix
Denn fur h > 0 gilt:
iKno D,f(0) = 1 (Grenzwert von oben)
aber fir h < 0 gilt:
lim Dpf = -1
lim D (0) (Grenzwert von unten)

Damit existiert der Grenzwert limy_o Dxf(0) nicht.
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Ableitung der Exponentialfunktion

o Fiir die Exponentialfunktion gilt:
exp/(x) = exp(x)

@ Begriindung:

1
ox() = fim e =) = o fm (6" )

@ und

= Z(h+3P+iR+..)
2

= 1+3h+ih+

— 1 (h—0)
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Produktregel

Das Produkt zweier differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar mit Ableitung:

() (x) = f'(x)g(x)+f(x)g'(x)
Beispiele:
e f(x) = x?sin(x)
f'(x) = 2xsin(x) + x?cos(x)

o f(x) = x" = xx""1, n—maliges Anwenden der Produktregel:

f/(X) anl +X(Xn71)/
= X" x(xx"2)
— Xn—l +XXn_2 +X(X(Xn_2)/)

an,]_

Also wie bereits zuvor erwahnt.
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Spezialfall der Quotientenregel

e Ist f : D — R differenzierbar an der Stelle x und gilt f(x) # 0, so ist auch

o
Il
i

an der Stelle x differenzierbar mit Ableitung:

g/(X) - - f(X)2

@ Beispiel: f(x) = x" dann ist g(x) = 1/f(x) = x~" und:

an—l

g/(x) = _W — (_n)Xn—1—2n _ _nX_n_l

Dies entspricht der bekannten Regel fiir Polynome (aber hier mit negativem
Exponenten).
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Quotientenregel

Seien f, g differenzierbar im Punkt x und g(x) # 0.

Kombination der Produktregel und der speziellen Quotientenregel:

<;)/(X) — (f;)l(x):f'(X)g(i()-i-f(X)(

e E)
= 0 g

Dies ergibt die Quotientenregel:

fy _ x)elx) = f(x)g'(x)
(5) @ - &)
Beispiel: Fiir x # 0:

(x—1>' (- 1)x - (- ()

X x2

1

g(x)

'
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Kettenregel

@ Sei f: D — Rim Punkt x € D und g : E — R im Punkt 7(x) differenzierbar.

@ Dann ist auch g o f in x differenzierbar mit der Ableitung:
(gof)(x) = &'(f(x)f'(x)
e Beispiel: Ableitung von F(x) = (x*> —1)*

(x> = 1) = 402 -1P3(*-1) = 8x(x* - 1)}
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Anwendung auf Zerfallsraten

@ Die Halbwertszeit T einer chemischen Substanz ist
ein MaB fiir die zeitliche Entwicklung:

t/T h ‘ .
o) = uo)(3) Vo
= w0 e {-(n2)7} Yt s s
v . .. o ..0:‘
denn x* = exp(« Inx). > PO
o Zerfallsrate / Aktivitit: C TR
‘, o*
U(t) = u0) exp{—(ln2)%} (—"‘f) & ot
2 oot
= —?u(t) .

Also v/ ~ —u.
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Ableitung der Inversen

Sei D ein abgeschlossens Interval und f : D — R stetig, sowie streng
monoton.

Dann existiert eine Umkehrabbildung £~ : f(D) — D:
f~Yf(x)) = x VYxeD

Ist f ferner differenzierbar in x € D mit Ableitung f’(x) # 0, so ist auch f~!
in y = f(x) differenzierbar mit Ableitung:

1 1
Ly = =
(F)(y) fi(x)  F(F1(y))
Beispiel: Der Logarithmus ist die Umkehrabbildung der Exponentialfunktion:
In(exp(x)) = x.

1 1 1 1

exp(x)  exp(x) - exp(lny) vy
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Lokale Extrema
Sei | = (a, b) C R ein offenes Intervall, und f : | — R. Ein Punkt x € [/ heiBt
lokales Maximum, wenn fiir ein beliebiges € > 0:
flx)y > f(y) Vy € (x —e,x+¢€)
Entsprechend heift x lokales Minimum, wenn
flx)y < f(y) Vy € (x —e,x +¢€)

Ist f differenzierbar in x, so gilt fiir ein lokales Maximum, sowie fiir ein lokales
Minimum notwendigerweise, dass die Ableitung im Punkt x verschwindet:

f'ix) = 0
Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Ableitung (Bsp. x lokales Max.):
1
+ = |im = — <
T (x) /l{no h(f(X+h) f(x)) <0
1
- = i —_ — >
f~(x) ’IDJO h(f(x+h) f(x)) >0

f differenzierbar = f'(x) = f*(x) = f~(x) = 0.
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Bemerkungen zu lokalen Extrema

o Es handelt sich bei diesem Satz nur um eine notwendige Bedingung.
Gegenbeispiel: f(x) = x> hat bei x = 0 kein lokales Extremum.

e Voraussetzung war ein offenes Intervall (a, b). Bsp.: f(x) = x hat in [0, 1]
globale Extrema bei x = 0 und x = 1 aber die Ableitungen verschwinden
nicht.
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Satz von Rolle und Mittelwertsatz

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig, und in (a, b) differenzierbar.
(i) Satz von Rolle: Ist f(a) = f(b), so besitzt f’ in (a, b) eine Nullstelle.
(i) Mittelwertsatz: Es existiert stets ein £ € (a, b) mit

Beweis: (i) Aufgrund der Stetigkeit wird sowohl das globale Maximum, sowie das
globale Minimum von f in [a, b] angenommen. Da OEdA f als nicht konstant
angenommen werden kann, wird das Maximum oder das Minimum in einem Punkt
¢ € (a, b) angenommen. Hier gilt dann notwendigerweise f'(£) = 0.

(i) Wir definieren die auf [a, b] stetige, und auf (a, b) differenzierbare Funktion

g(x) = f(x)—c(x—a), c=(f(a)—f(b))/(a—Db)
Da g(a) = f(a) = g(b), folgt nach (i) die Existenz von £ € (a, b) mit g’(§) = 0.
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Zusammenhang Differenzierbarkeit und Monotonie

Fiir eine stetige Funktion f : [a, b] — R, die auf (a, b) stetig differenzierbar ist
gilt:

e f/(x) > 0 fir alle x € (a, b) = f ist monoton wachsend in [a, b].
e f'(x) <0 fiir alle x € (a, b) = f ist monoton fallend in [a, b].

o Gilt oben ">" bzw. “<", so ist f streng monoton wachsend bzw. fallend.

78 /172



n—maliges differenzieren

@ Eine Funktion f : D — R ist zweimal differenzierbar, wenn

) = lim 2(F (4 ) — ()
@ Die Funktion heiBt n—mal stetig differenzierbar, wenn die die n—te Ableitung
fur jedes x € D existiert und die Ableitungen selbst alle stetig sind.
Beispiele:
@ Polynome sind beliebig haufig stetig differenzierbar.

@ exp(x),sin(x), cos(x) sind beliebig haufig stetig differenzierbar.
@ Nur einmal stetig differenzierbar im Nullpunkt:

0, wenn x <0
flx) = { x2, sonst
Denn
/ - 0, wenn x <0
Fiix) = { 2x, sonst

ist nicht weiter differenzierbar im Nullpunkt.
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Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig und in (a, b) zweimal differenzierbar. Falls
f'(x)=0und f’(x) >0 (bzw. f"’(x) <0)
fiir ein x € (a, b), so besitzt f in x ein lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis: Ist f”/(x) > 0, so existiert ein € > 0 mit
f'(y) — f'(x)

y — X
Da f'(x) =0 folgt f(y)/(y — x) > 0, also

> 0 Vye(x—ex+e)

f'(y) > 0 (bzw. f streng monoton wachsend), wenn x <y < x+¢
f'(y) < 0 (bzw. f streng monoton fallend), wenn x —e <y < x

Also ist x ein lokales Minimum.
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Beispiel zu lokalen Extrema

Seien (beispielsweise) MeBwerte aj, ..., a, € R gegeben und sucht ein a:
“moglichst nah” an allen 3;.
Bestimme Minimum der Funktion

Erste Ableitung:

Fllix) = > 20x—a) =2 (nx - Z a,-)

i=1

Einzige Nullstelle von f’ ist das arithmetische Mittel:
_ 1¢
a - E Zl aj
=

Dies ist ein lokales Minimum, da f”(3) = 2n > 0.
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Anwendungsbeispiel

@ Energieverbrauch eines Zugvogels mit Gewicht m und

Fluggeschwindigkeit v:
m2
E(v) = Apvd+ — (Pennycuick)
pv
p = Dichte der Luft, A= MaB fiir angestromte Flache.
o Frage: optimale Fluggeschwindigkeit ?

@ Ableitungen:
2

E'(v) = 3Apv?— =

(v) v

2m?

E” = 6A —

(v) vt

@ Notwendige Bedingung:
m2 1/4
E/(Vmin) =0 & Vmin = <3Ap2)

@ Hinreichende Bedingung:
Da E”(v) > 0 fiir v > 0 ist vy, €in globales Minimum.
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Taylorentwicklung

o Ist f : D — R n—mal stetig differenzierbar im Punkt x € D, so gilt die
Taylorentwicklung:

h2 hnfl h"
_ / T en o £(n-1) Toe(n)
f(x+h) = f(x) + hf'(x) + 5 f'(x)+...+ (n—1)!f (x)+ n!f (x*)
n—1
h* h"
- k) Zf(n)(ye*
_kzo k!f (x) + n!f (x*)

mit x < x* < x+ h (bzw. x + h < x* < x).
@ Ersetzung von x* durch x ergibt die Naherungsformel:
n hk
f(x+h) =~ — (%)

k!
k=0

Hierbei wird f also in einer Umgebung von x (h klein) angenadhert durch ein
Polyom vom Grad n.
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Anwendung der Taylorentwicklung

e Entwicklung von exp(x) bei x = 0:

n k

k!
0

>

exp(h) =
k=

entspricht gerade der endlichen Version der urspriinglichen unendlichen Reihe.

e Entwicklung von sin(x) bei x = 0:

n 2k+1
« h

sin(h) =~ Z(—l) 2kE1)

da sin®9(0) = +sin(0) = 0 und sin®**1(0) = + cos(0) = +1.
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Diskrete Differenzenquotienten

Ableitungen konnen durch Differenzenquotienten approximiert werden.

Beispiel: Approximation der 1. Ableitungen

f'(x) = Dpf(x) = f(x+h)—f(x—h)) x € (a, b)

2h(
Dies ist von 2. Ordnung, falls f zweimal stetig differenzierbar:
1
IDaf(x) = F/(x)] < =h* sup [FO)(y)]
6 ye@ap)

Dies sieht man mittels Taylorentwicklung:

h2 h3
f(x+h) = f(X)—l—hf’(X)—i——f”(X) (51)
h2 h3
f(x—h) = f(x)—hf'(x)+ ?f”( x) — —fO)(&)
Dpf(x) = f’(x)—l—fz( 3)(51)+f3)(52)) £,6 € [x— h,x+ h]
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Kap. 6: Integralrechnung
klassische Aufgabe: Inhaltsmessung

@ Gesucht: Flache A des Gebietes zwischen dem
Graphen der Funktion f : [a, b] — R und der x-Achse.

o Zerlegung Z, des Intervalls | = [a, b] in n Teilinter-
valle Iy := [xk—1,xx] mit k=1,... m

a=1x0<xg < < Xp_1<X,:=b.

o "Feinheit” der Zerlegung: h:= maxk=1_ n|Xk — Xk—1

o Die mit irgendwelchen Punkten &, € [xk—1, Xk]
gebildete Summe

Z f(gk)(xk - Xk—l) ~ A

ist dann eine Naherung fiir den Flacheninhalt A.

o ldee: Grenziibergang h — 0 und n — oo!
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Das (Riemann-)Integral

Definition: Fiir eine Funktion f : [a, b] — R und eine Zerlegung Z, von [a, b] wie
oben wird die mit irgendwelchen Punkten &, € [xk—1, xk] gebildete Summe

n

RSz (f) := Z (&) (XK — x—1)

k=1

als eine “Riemann’sche Summe” von f bezeichnet.
Definition: Eine beschrinkte Funktion f : [a, b] — R heiBt “(Riemann-)integrier-
bar”, wenn fiir jede Folge (Z,)nen von Zerlegungen mit h — 0 (n — o0) alle

zugehorigen Riemann’schen Summen gegen denselben Limes konvergieren.

Dieser Limes heiBt dann das “(Riemann-)Integral” von f iiber [a, b]:

/b f(x)dx == lim RSz,(f).

n—oo
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Beispiele integrierbarer Funktionen

@ Stetige Funktionen f : [a, b] — R sind integrierbar.
@ Monotone, beschrdankte Funktionen f : [a, b] — R sind integrierbar.

@ Summen integrierbarer Funktionen sind integrierbar:

/ab(f+g /f dx+/ g(x) dx.

skalare Vielfache integrierbarer Funktionen sind integrierbar:

/ab(/\f)(x)dx _ )\/abf(x)dx, AeER.

@ Produkte integrierbarer Funktionen sind integrierbar.

aber im Allg.: /ab(fg)(x) dx # /ab f(x) dx - /ab g(x) dx.
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Eigenschaften von Integralen

e Sind f, g : [a, b] — R integrierbar und f < g, so gilt auch

/ab f(x)dx < /abg(x) dx.

@ Aufspaltung eines Integrals, a < b < c:

/:f(x)dx - /abf(x)dx+/bcf(x)dx.

/aa f(x)dx = 0.

_ / £ () d

@ Konvention:

@ Ist a < b, so setzt man

/ba f(x) dx
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Einige Anwendungen der Integralrechnung
Das Hookesche Gesetz beschreibt die Spannkraft einer Feder
in Abhangigkeit des Betrages der Ausdehnung s:
F(s)=ks, mitk>0.

Die Energie E; (bzw. E,), die bendtigt wird, um die Feder
von s =0 auf s = 55 (bzw. s = 2sy) zu dehnen, ergibt sich
durch Integrieren:

0 2s0
E; :/ F(s)ds, E; :/ F(s) ds.
0 So

g = g(t) sei die (kontinuierliche) Wachstumsrate einer
Population. Wir fragen nach dem Gesamtzuwachs G(T) der
Population in einem Zeitintervall [0, T].

Die Losung erhalt man durch Integrieren:

.
G(T) :/0 g(t) dt. 0 !
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Mittelwertsatz der Integralrechnung

Mittelwertsatz: Seien f, ¢ : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ > 0. Dann
existiert ein £ € [a, b] mit

b b
[ fedetaae = £6) [ ot ax
Im Spezialfall ¢ = 1: Es existiert ein £ € [a, b] mit

(¢ = bia/ f(x) dx.

Beweis: Mit m = inf,c(, ) f(x), M = sup,¢, ) f(x) gilt:
b b b
m/ e(x)dx < / f(x)p(x) dx < /VI/ o(x) dx
a a a

= /f(x)gp(x)dx = p,/ o(x)dx fir ein pu € [m, M].

Nach dem Zwischenwertsatz fiir f existiert £ € [a, b] mit f(§) = p. O
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Stammfunktionen

Sei | ein abgeschlossenes, offenes oder halboffenes Intervall in R.

Definition: Unter einer Stammfunktion von f : [ — R versteht man eine
differenzierbare Funktion f : | — R mit

F'(x) = f(x) VYxel.

Eine Stammfunktion ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt:

- Mit F(x) ist auch F(x) + ¢ Stammfunktion.
- Seien umgekehrt F und G Stammfunktionen von f, dann ist
(F-G)=F -G =f—f=0, und also F — G = const.

Beispiele:
@ exp(x) ist die Stammfunktion von exp(x).
@ In(x) ist die Stammfunktion von 1/x.

@ sin(x) ist die Stammfunktion von cos(x).
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Der Fundamentalsatz der Analysis

Der nun zu behandelnde sog. “Fundamentalsatz der Analysis” ist von groBter
Bedeutung, und zwar sowohl aus theoretischer Sicht, als auch fiir die praktische
Berechnung von Integralen. Er besagt namlich, daB in gewissem Sinne die
Integration die Umkehrung der Differentiation ist.

Der Fundamentalsatz besteht aus zwei Teilen:

Teil 1: Fiir eine stetige Funktion f : | = [a, b] — R ist das Integral

FO)i= [ f0)dy, xelabl,
a
aufgefaBt als Funktion der oberen Grenze x, eine Stammfunktion von f.
Teil 2: Ist umgekehrt die Funktion F : [ = [a, b] — R Stammfunktion einer
stetigen Funktion f, so gilt:
b

b
/ F(x) dx = F(x)| = F(b) — F(a).

a
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Fundamentalsatz (Teil 1) - Beweis

Teil 1: Fiir eine stetige Funktion f : | = [a, b] — R ist das Integral

FO) = [ F)dy. xe lanbl
a
aufgefaBt als Funktion der oberen Grenze x, eine Stammfunktion von f.

Beweis: Wir betrachten Differenzenquotienten der Funktion F(x):

Wzi(/f f(y)dy_/:f(y)dy> :/17/XX+ fy)dy.

Nach dem Mittelwertsatz gilt dann mit einem &, € [x, x + h]:

F(x+h)—F(x) _
)

Fiir h — 0 konvergiert £, — x, so daB wegen der Stetigkeit von f folgt:

FI(X) _ ,l@ow — ;l,ino f(fh) = f(x)
]
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Fundamentalsatz (Teil 2) - Beweis

Teil 2: Ist die Funktion F : | = [a, b] — R Stammfunktion einer stetigen Funktion

f, so gilt:

Beweis: Sei F Stammfunktion von f, d.h. F'(x) = f(x). Mit der Funktion

60 = [ fo)a

ist dann F — G konstant. Deshalb ist

was zu zeigen war.

O
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Integrationsformeln - partielle Integration

Wir beschreiben im folgenden einige nutzliche Methoden zur Berechnung von
bestimmten Integralen.

Partielle Integration: Seien f, g : | = [a, b] — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt:

b

b b
/ Fx)g' (x) dx = (f) ()| — / F/(x)a(x) dx.

Beweis: Durch Integration der Identitat (Produktregel!)

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

erhalten wir

[ () + F)g () e = [ () () e = ()0

woraus direkt die behauptete Formel folgt.
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Partielle Integration - Beispiel

Wir setzen f(x) = sin(x) und g(x) = — cos(x), und erhalten mit partieller
Integration:

b b
/sinz(x)dx = —sin(x) cos(x | +/ cos?(x) dx
a ab
= —sin(x) cos(x | +/ (1 — sin?(x)) dx
’ b
= —sin(x) cos(x | +( )—/ sin?(x) dx,

und folglich

b —_
/ sin®(x) dx = b 5 2 %sin(x) cos(x)|:.

Analog berechnet man fab cos?(x). (Ubungsaufgabel)
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Integrationsformeln - Substitutionsregel

Seien f : | — R eine stetige Funktion und ¢ : [a, b] — R eine stetig differenzier-
bare Funktion mit ¢([a, b]) C /. Dann gilt die sog. “Substitutionsregel”:

©(b)
/ f(e (y)dy = / f(x) dx.
»(a)

Beweis: Sei F eine Stammfunktion von f. Die Komposition F o ¢ : [a, b] — R ist
dann stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt:

(Fo)(y) = F'(e()# (y) = fle)¢'(¥)

Aufgrund des Fundamentalsatzes folgt dann

b b b
/ o)) dy = / (Fog)(y)dy = (Foo))|°

»(b)

(Fo@)(b) — (Fop)(a) = / L

O
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Substitutionsregel - Beispiel

Manchmal kann man einen Integranden durch geschicktes Umformen auf die
Gestalt (p(y))¢'(y) bringen, und dann die Substitutionsregel anwenden.

Wir wollen(? fo 175 dx berechnen. Hierzu setzen wir f(x) = 1 und
o(y) =1+ y?, und formen wie folgt um:
1 1 1
y 1/ 2y 1 / 1
/01+y2y 201+y2y 2Jo 1+y2 et
1 1 , 1 e
= 5 [ G =3 [
2 Jo 2 Jo(0)
1 /%1 1 2
= §/1 ;d)(*iln(x)1
In2
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Beispiele zur Substitutionsregel (1)

@ Da tan(x) = sin(x)/ cos(x) = — cos’(x)/ cos(x):
/btan(x) dx = —/b CCZSSI((;)) dx

cos(b) 1
cos(a) Y

cos(b)

= —In(x)

cos(a)
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Beispiele zur Substitutionsregel (2)

e Mit y = g(x) = tan(x) gilt fiir bspw. 0 < a < b < 7/2:

[

x) cos(x)

dx

b 5 X
/ ir((x)) dx

tan b
1
Lo
tana y

In(tan b) — In(tan a)
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Beispiele zur Substitutionsregel (3)

o Partielle Integration (f(x) = x, g(x) = (1 + x)%/2):
1 1
/ xV1+xdx = g/ f(x)g'(x) dx
0

- §f 0 3/f/ Jg(x)d

@ Und dann per Substitution

1 2
/(1+x)3/2dx = /y3/2dy
0 1

2 5/2’2
5y 1

_ %(4\6— 1)
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Uneigentliche Integrale (1)

Es gibt zwei Arten von uneigentlichen Integralen:

(1) Integrale iiber unbeschrankte Funktionen:

o Uber gewisse Singularitaten kann man “hinweg” integrieren.
o Beispiel fiir s < 1:

o0
1 - - —
1 s+1 [ x=1 1—t15
O<t<l: Zdx =2 =—
t xS —S+1x:t 1-s
1 1
1 1 1
= /—dx:lim/ —dx =
0o X° t—0 J, xS 1-5s

@ Man kann nicht liber jede Singularitat integrieren, z.B.:

1
/ldx = Inl—-1Ina
L X

ist fir a < 0 nicht definiert.
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Uneigentliche Integrale (2)

(2) Integrale mit Grenzen co und/oder —co

@ Sofern der Grenzwert existiert, versteht man unter einem uneigentlichen
Integral mit Grenze oo:

/:of(t)dt = X[rgo/axf(t)dt

o Bei einem uneigentlichen Integral mit zwei Grenzen oo miissen beide
Grenzwerte existieren (fiir beliebiges a € R):

/ f(eyde = lim /f dt+|im/f(t)dt

— 00
@ Beispiele:
0 a
/ e Xdx = lim(—e™)| = lim(—e?)+e=1
0 a—oo 0 a—o00o
> d 1 x=a 1—at—s 1
s>1: / o~ im x0T = im =
1 X a—oo —s 41 x=1 a—oco  §— s—1
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Beispiele nicht konvergenter uneigentlicher Integrale

@ Folgender Ausdruck ist “sinnleer”

/ tdt obgleich lim / tdt=0.

X—00
— 00 —X

o Uber die Singularitit von x — % kann man nicht integrieren:

a
1
/—dx = Ina—Inl - = (a = o)
1 X

Vgl. Ubungsaufgabe 7.2: man findet eine Treppenfunktion, die % minorisiert

aber nicht integrierbar ist fir a = co.
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Anwendung auf die Normalverteilung

@ Eine zentrale Funktion in der Statistik ist die Funktion
(Standard-Normalverteilung):

1 X2
flx) = Wor exp (—2)
@ Die Ableitung besitzt die einzige Nullstelle bei x = 0, denn
f'(x) = —xf(x)
@ Zweite Ableitung ist negativ bei x = 0, denn
f'(x) = x*f(x)—f(x) = f(x)(x* = 1)

Daher liegt bei x = 0 sogar ein lokales Maximum vor (sogar globales Max.,
da keine weiteren Extrema).
o Fiir das uneigentliche Integral kann man zeigen:

/Oo fx)dx = 1

— 00

denn

/O°° &P (_Xzz> d = ﬂ/goc exp(—y?)dy = /2
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Kap. 7: Matrizenrechnung

@ Unter dem n—dimensionalen Raum R” (n € N) versteht man den Raum der
Vektoren (oder auch n—Tupel)

Vi

)
v = . mit vi,...,v, € R.

Vn

@ Vektoren lassen sich Addieren

Vi + wy
Vo + W
vvweR" v+w=
Vn + Wh
o und skalar Multiplizieren (skalieren):
)\Vl

)\V2
veR" AeR: Av = .
AV,
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Grafische Darstellung von Vektoren in R?

@ Die skalare Multiplikation Aw entspricht
einer Streckung (oder Stauchung) um den
Faktor A.

@ Die Addition von Vektoren, v + w,
entspricht dem aneinander heften der
Vektoren.

2

1

w
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Normen von Vektoren

Unter einer Norm auf | - | : R” — R versteht man eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:
o Linearitat fir A € Rund v € R™
[Av = [A[lv]

@ Dreiecksungleichung:
[v+w] < |v]+]w]
e Gilt |v| =0, so ist bereits v = (0,...,0)” = 0 (Nullvektor).

Beispiele von Normen:
@ Die Euklidische Norm entspricht anschaulich der “Lange” eines Vektors:

@ Maximums-Norm:
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Skalarprodukt

@ Das (euklidische) Skalarprodukt ist eine skalare GroBe:

n
v,weR": viw=(v,w) = g Viw;
i=1

v’ werden wir als “liegenden” Vektor verstehen: v = (vi,vo,...,v,)

@ Verschwindet das Skalarprodukt, so sind die Vektoren orthogonal zueinander:

viw=0

zB. vl =(1,2,3) und w’ = (1,1, -1).
e Sind v,w € R" und 6 € [0, 2n] ihr Winkel zueinander so entspricht v’ w
gerade:

viw = |v|2|w]2cos8
o Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
viw] < vz w2
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Lineare Abhangigkeit

@ Unter einer Linearkombination von Vektoren vy, ..., vy, € R” versteht man
einen Vektor der Form:

m
v = Za,-v; e R"
i=1

@ Zwei Vektoren v,w € R” heiBen linear abhangig, wenn der eine eine
Skalierung des anderen ist, also

V= )w mit beliebigem A € R

bzw. es gibt a1, a2 € R mit a7 # 0 oder ap # 0 und ayv + apw = 0.
o Endlich viele Vektoren vy, ..., vy, € R” heiBen linear abhangig, wenn es eine
nichttriviale Linearkombination gibt, die Null ergibt, also fiir as,...,am € R:

m
Za,-vi =0, mit mind. einem «a; # 0.
i=1
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Beispiele zur linearen Abhangigkeit

@ Die drei Vektoren

1 2 3
2 4 6
Vi = 3 , V2 = 1 ;, V3 = _5
8 4 0

sind linear abhangig, da v — 2vy +v3 = 0.
@ Im allgemeinen sieht man dies nicht sofort, so dass man zunachst ein lineares
Gleichungssystem (LGS) aufstellen muss:
vixi +vaxo +vixs = 0
Speziell hier also:
X1+ 2x2 + 3x3
2x1+4x +6x3 =
3X1 — X — 5X3

8X1 + 4X2 =

Il
” o o o o

2

Hat dieses LGS eine von Null verschiedene Losun
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Eigenschaften linearer Abhangigkeit

Eine Menge von Vektoren, die den Nullvektor 0 enthilt, ist immer linear
abhangig.

Jede Untermenge linear unabhangiger Vektoren ist wieder linear unabhangig.
m Vektoren vy, va, ..., vy € R” mit m > n sind immer linear abhangig.

Die Einheitsvektoren ¢; € R", 1 < < n, mit

i—te Stelle

sind stets liner unabhangig.

Seien vi,va,..., vy € R” gegeben und seien wy,wa, ..., wy, € R” jeweils
Linearkombinationen aus den v;. Sind nun die {w;, i =1,..., m} linear
unabhingig, so sind es auch die {v;, i =1,...,m}.
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Basis des R”

Unter einer Basis des Raumes R” versteht man n linear unabhangige Vektoren
Vi,...,Vp.

Eigenschaften von Basen:

o Jeder Vektor v € R” 3Bt sich stets eindeutig durch die Elemente einer Basis
als Linearkombination darstellen:

m
v = E ajvi, o €R
i=1

@ Man sagt daher, dass der Raum durch die Basiselemente aufgespannt wird:

R" = span{vi,...,vn}
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Unterraume des R”

Unter einem Unterraum des R” versteht man eine Teilmenge U C R", mit:

(1 U#0
(i) vwvwel = v+wel
iy veU = el VAER

Im R3 sind dies Geraden und Ebenen die durch den Ursprung gehen, oder
aber {0} oder der ganze Raum R3 selbst.

Beliebige Vektoren vi,..., vy, € R” spannen stets einen Unterraum auf:
U = span{vi,...,Vm}
Sind diese Vektoren zudem linear unabhangig, so bilden diese m Vektoren

eine Basis von U. Der Raum U besitzt dann die Dimension m < n.

115 /172



Beispiele von Unterraumen

@ Der 0-dimensionale Raum:
u = {0}
e Eindimensionale Raume sind Geraden:
U = {AWw]|XeR} v#0
@ Zweidimensionale Raume sind Ebenen:

U = {Mvi+Xova | A, € R} vq, vy linear unabhingig.
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Matrizen

Unter einer Matrix A € R™*" versteht man ein geordnetes Zahlenschema der
Form

ail aio N din
any ano N aon
A = (aU) i=1,..., m =
j=1,..., n
amil am?2 .. amn

Dies haben also die Form von n Spaltenvektoren der Lange m, bzw. m
Zeilenvektoren der Lange n.

Unter dem Spaltenrang von A versteht man die Dimension des Raumes der
von den Spaltenvektoren aufgespannt wird:

Spaltenrang A = dim(span{a.1,a.2,...,a.n})

Entsprechend ist der Zeilenrang von A die Dimension des Raumes der von
den Zeilenvektoren aufgespannt wird:

Zeilenrang A = dim(span{ai.,az.,...,am.})
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Operationen mit Matrizen

Zwei Matrizen A, B € R™*" konnen addiert werden, indem die einzelnen
Eintrage addiert werden:

A+B = (aj+bj) i-1. . . m
j=1
Es gelten das Kommutativgesetz (KG) und Assoziativgesetz (AG).
Eine Matrix A € R™*" kann mit einem Skalar A\ € R multipliziert werden:

Moo= (Aay)

Eine Matrix A € R™** kann mit einer Matrix B € R**" multipliziert werden:
s
AB = (Z a,-kbkj>
k=1 i

Das Ergebnis ist eine m x n Matrix AB. Es gilt das AG.
Die Multiplikation ist nicht kommutativ, d.h. i.A.

AB # BA,
selbst wenn beide Produkte wohldefiniert sind, also A, B € R"*",
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Anwendungsbeispiele mit Matrizen (1)

(1) Stochiometrische Matrizen:

@ Analyse von metabolischen Netzwerken, z.B.:

Glukose + ATP  —  Glukose-6-Phosphat + ADP
Glukose-6-Phosphat  —  Glukose-1-Phosphat

@ Anordnung der stochiometrischen Koeffizienten in Matrixform:
Produkte (positive Koeffizienten), Edukte (negative Koeffizienten)

@ Spalte = Reaktion, Zeilen = chem. Spezies
@ Hier bei Anordnung (G, G6, G1, ATP, ADP):

-1 0

1 -1

A = 0 1
-1 0

1 0
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Anwendungsbeispiele mit Matrizen (2)

(2) Anreicherung von Schadstoffen in Nahrungsketten:
o Pflanzenarten {by,..., b }, Pflanzenfresser {pi,..., ps}, Fleischfresser
{fi,... e}
o Die Pflanzen b; dienen den Pflanzenfressern py als Nahrung, die
Pflanzenfresser py dienen den Fleischfressern f; als Nahrung:

bj —, pk —, f (Nahrungskette)
B A

o Die Pflanzen seien mit Schadstoffen belastet.
@ Frage: Inwieweit werden die armen Fleischfresser belastet ?
o Losung:
B = (byj) € R®*" beschreibe die jeweilige Aufnahme von b; durch py.
A = (ai) € R beschreibe die jeweilige Aufnahme von py durch f;.
C = AB € R**" beschreibt dann die indirekte Aufnahme von b; durch f;:

S
ci = Za,’kbkj = (Aufnahme von Pflanze b; durch ;)
k=1
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Beispiel zur Matrizenmultiplikation

Vorherige Nahrungskette:

21
001 3
a={12) B )
0 3 4 1 01
4 1 2 7
C = AB=| 8 2 15
12 3 0 3

Fleischfresser f, nimmt bspw. indirekt die Menge 8 an Pflanzenart p; auf.
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Lineare Abbildungen

o Eine Matrix A € R™*" kann man auffassen als eine lineare Abbildung:
A:R" — R"
x — y=AXx

mittels Matrix-Vektor Multiplikation:

n
yi = E ajjXj .
j=1

@ Das Bild von A ist ein Unterraum des R™ und wird mit R(A) bezeichnet
(“range”):
v,w € R(A) = es existieren x1,x2 € R" v = Ax;,w = Axy
= v+ w=A(x1+x2) € R(A)

Analog mit der skalaren Multiplikation: v € R(A) = Av € R(A).
@ Die Dimension von R(A) wird als Rang von A bezeichnet:

rang(A) = dim(R(A)) < min{m, n}.
@ Dies entspricht ebenso dem Spaltenrang, sowie dem Zeilenrang:

rang(A) = Spaltenrang A = Zeilenrang A
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Beispiel

Zuriick zu unserer Nahrungskette:
4 1 2 7
C: 8 2 1 5 :(Vl Vo V3 V4)
12 3 0 3

Spaltenrang C = 2, da
vy = 4vy und vo + 3vz = vy
Zeilenrang C =2, da
2(8,2,1,5)7 —(4,1,2,7)" = (12,3,0,3)"

also rang(C) =2
Bild von C:

R(C) = span{va,v3} = span{Cey, Ce3}
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Lineare Gleichungssysteme (Beispiel)

Immer noch Nahrungskette:
4 1 2 7
8 2 1 5
12 3 0 3
Angenommen man messe Konzentrationen eines Schadstoffes in den drei
Fleischfressern: b = (0.12, 0.02,0.001)"
LaBt sich hieraus auf die Belastung in den vier Pflanzenarten schliessen ?
Lineares Gleichungssystem:

C:

c11x1 + Cioxo + c13x3 + ciaxg = 0.12
Co1X1 + CooXxo 4+ Co3x3 + Caxqg = 0.02
C31X1 + C30X0 4+ C33x3 + caxg = 0.001
oder kompakt:
Cx = b

Frage: Hat dieses Gleichungssystem eine (oder sogar mehrere) Losung(en)?

b € R(C)7
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Lineare Gleichungssysteme

e Matrix A € R™*" b € R™, gesucht x € R" mit:

Ax = b

(i) Hat dleses LGS eine Losung?

(i) Ist diese Lésung eindeutig?

(iii) Welchen EinfluB haben m und n?

(iv) Wie bestimme ich eine (alle) Losungen?
(v) Was mache ich, wenn N ~ 1087
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Quadratische Matrizen

@ Eine Matrix A € R"*" heiBt quadratisch.

o Eine quadratische Matrix A heiBt regular, wenn sie vollen Rang besitzt, also
Rang(A) = m=n.

Was dies bedeutet fiir zugehorige LGSe werden wir im folgenden sehen.

@ Eine nicht regulare quadratische Matrix A heiBt singular, also

Rang(A) < m=n.
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Kern einer linearen Abbildung

Unter dem Kern einer linearen Abbildung A : R” — R™ versteht man den
Unterraum Ker(A) C R”, der von A auf den Nullvektor abgebildet wird:

Ker(A) = {xeR"Ax=0}

Es gilt stets 0 € Ker(A).

Es gilt die Dimensionsformel:
n = dim(Ker(A)) + rang(A)

Beispiel Nahrungskette: dim(Ker(C) = n— rang(C) =4—-2=2.

Die Bestimmung des Kerns von A entspricht dem Losen des homogenen
LGSs:

Ax = 0
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Homogene und inhomogene LGSe

@ Ist x € R” Losung des inhomogenen LGS:
Ax = b (1)
und y € Ker(A), also Ldsung des homogenen LGS:
Ay = 0 (2)
so ist offensichtlich auch x +y € R"” Ldsung des inhomogenen LGS (1):
Alx+y) = Ax+Ay=b

@ Die Umkehrung gilt auch, d.h. sind x; und x2 Losungen des inhomogenen
LGS (1), so ist y = x3 — x2 € Ker(A).

128 /172



Losungstheorie

Ax = b mit AcR™*"

@ Das LGS ist Iosbar fiir alle b € R™, wenn eine der folgenden dquivalenten

Aussagen zutrifft: (i A ist surjektiv

(i) R(A) =RT™
(iif) m = Rang(A)
@ Das LGS ist eindeutig losbar fiir alle b € R™, wenn eine der folgenden
dquivalenten Aussagen zutrifft:
(1) A ist bijektiv
(i) R(A) = R™ und Ker(A) = {0}
(iif) n= Rang(A) =m
(iv) A regular
@ Das LGS ist Iosbar fiir gewisse b € R™, aber dann stets eindeutig, wenn eine
der folgenden aquivalenten Aussagen zutrifft:
(1) A ist injektiv
(i) Ker(A) = {0}
(i) n = Rang(A) 120 /172



Charakterisierung aller Losungen

Damit ergibt sich folgende Charakterisierung aller Losungen des inhomogenen
LGS:

e Satz: Die allgemeine Lésung eines inhomogenen LGS (1) erhdlt man durch
Addition einer speziellen Losung x von

Ax = b
mit einer allgemeinen Losung y des homogenen LGS
Ay = 0

@ Damit geniigt i.a. folgendes:
(i) Eine spezielle Lésung von Ax = b finden.
(i) Ker(A) bestimmen.
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Beispiel

123 3
0 4 4 )% =
Spezielle Lésung x = (1,0,0)7

Kern der Abbildung:

(é ‘2‘ z>y - (8)’ dim(Ker(A)) = n—rang(A) =1

Offensichtlich muss gelten y3 = —y, und y; = =2y, —3y3 = y»
Daher hat man genau einen freien Parameter a € R fiir die allgemeine
Losung des homogenen Systems:

Eine 2 x 3 Matrix:

Damit ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems:

1+«
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Dreiecksmatrizen

@ Im Spezialfall m = n versteht man unter einer oberen Dreiecksmatrix eine
Matrix der Form:

dil 412 ... din
0 dl1 ... ap
0 ... 0 am
@ Ein zugehoriges LGS Ax = b [aBt sich leicht l6sen, wenn a; # 0 fiir alle
i=1,...,n, mittels riickwarts Einsetzen:
1
amXn = bp = x, = —b,
nn
1
an—1,n—1Xp—1 + an—1,nXn = b1 = Xp—1 = 7(bn71 _anfl,nxn)
dn—1,n—1

n n
1
daxi=b = x = ?(b1 =) aux)
i=1 1 i—2
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Beispiel zum riickwarts Einsetzen

2 4 -1 4 X1 1
03 2 -2 X B 3
0 0 1 5 X3 N 0
00 0 4 X4 4
X4 = 1
X3 = 0— 5X4 =-5

1
X2 = 5(3 - 2X3 + 2X4) =5

1
x; = 5(1—4X2+X3—4X4):—14
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GauB’sches Eliminationsverfahren

Grundidee: Bringe eine quadratische Matrix durch erlaubte Modifizierungen
in oberen Dreiecksform.

Erlaubt sind:

(i) Skalierung von Zeilen mittels Multiplikation mit einem Skalar A # 0.

(i) Addition einer Zeile zu einer anderen.

Diese Modifizierungen miissen mit der rechten Seite b analog durchgefiihrt
werden.

Gleiches 138t sich auch auf nicht quadratische Matrizen anwenden:
Zugehorige Dreiecksgestalt die am Ende erreicht werden soll:

O O O *
O O ¥ *
o % ¥ ¥

3

A

S
O O *
o % x
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Beispiel zur GauB3’schen Elimination

Ausgangssystem:

3 2 -1 0 X 16

12 12 -6 4 X2 = 86

3 4 -2 2 X3 27
X4

Ziehe 1. Zeile von der letzten ab:

3 2 -1 0 X 16

12 12 -6 4 f = 86

0 2 -1 2 3 11
X4

3 2 -1 0 X 16

0 4 -2 4 X 22

0 2 -1 2 X3 11
X4

3 2 -1 0 X 16

0 4 -2 4 X 22

00 0 O X 0
Xa
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Beispiel zur GauB’schen Elimination (2)

@ Eine spezielle Losung erhalt man z.B. durch:

1
22 4 2x3) = —g

x1=x2=0, X3=—167X421(

@ Homogenes System:
3 2 -1 0 ¥ _ 0
0 4 -2 4 v3 - 0
Y4

Die letzte Gleichung kann offensichtlich vernachlassigt werden.
@ Wir haben offensichtlich zwei freie Parameter, denn dim(Ker(A)) = 2:

n = a =03, y3=3n+2n,
= Ny =Bt iy= s
Y4 = 2 Y2 Y3) = 2}’3—204
o Allgemeine Losung:
@
. g
—16 + 3a+ 203

5 3
-3 + 2«
136 /172



Anwendungsbeispiel: Populationsdynamik

Ziel: Beschreibung einer Populationsentwicklung

Ann.: Geburten- und Sterbeprozesse in festen Zeitschritten At (=1 Jahr).
Einteilung in Altersgruppen:

x; fur die Anzahl Individuen im Alter von 0 bis At,

xp im Alter von At bis 2At,..., x, von (n — 1)At bis nAt
Anfangsbedingung zum Zeitpunkt t = 0: Vektor x(0)

Ubergang zum nichsten Zeitpunkt t = At: x(0) — x(At):

Neugeborene x1(At) = Z fix;(0)
i=1

Alterungsprozess xiv1(At) = a;ix;(0) (i=1,...,n—1)

f; =Fortpflanzungsrate, a; =Uberlebenswahrscheinlichkeit der Altersgruppe /.
In Matrizenschreibweise:

i e e
a3z 0 - .o 0
0

0 an 0
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Populationsdynamik (2)

Mit dieser Matrix a8t sich nun die Populationsdynamik beschreiben:

x(At) = Ax(0)
x(2At) = Ax(At) = A(Ax(0)) = A%x(0)

x(kAt) = A%x(0)
Konstantes Gleichgewicht bedeutet:
Ax = x

hieraus folgt dann A*x = x.
Konstante Proportionen der Altersgruppen:

Ax = Xx (AeR)

Falls A > 1: Wachstum.
Ein solches A heiBt Eigenwert von A. Der Vektor x heisst dann Eigenvektor.
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Populationsdynamik (3)

Frage: Existiert ein x, so dass die Population konstant bleibt, also Ax = x.
o Also (A—I)x=0 (I =Einheitsmatrix).
@ Man betrachtet also den Kern der Matrix

h—1 £ fn
a -1 .- 0
0 a -1 0
0 dpn—1 -1

Zahlenbeispiel:
(] fk = 02, ax = 08, n=4:
-0.8 02 0.2 0.2
08 -1 0 0
0 08 -1 0
0 0 08 -1

@ In diesem Fall hat die Matrix vollen Rang 4 (Nachrechnen !), also
dim(Ker(A)) = n—rang(A)=0
Damit bleibt in diesem Bsp. nur bei x = 0 die Population konstant (Null)
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Determinanten

@ Die Determinante einer 2 x 2 Matrix ist definiert durch

a b
det(c d) =

@ Die Determinante einer 3 x 3 Matrix ist definiert durch

a b
d

’:ad—bc

a2 413
ax a3

412 413
a3 433

a a
detA = ag1 2 S - any + as:
a32  as3

@ Die Berechnungsvorschrift fiir Determinanten einer allgemeinen quadratischen
Matrix A € R"*" n > 4, ist sehr aufwandig.

o Eine quadratische Matrix A ist genau dann regular, wenn det A #£ 0.
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Rechenregeln fiir Determinaten

Fir A, B € R™"
det(AB) = detA-detB
Aber i.a:
det(A+B) # detA+detB
Transponierte Matrizen:
det AT = detA

Fiir eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix A € R"*" ist die Determinante
gerade das Produkt der Diagonaleintrage:

detA = aj1a:m---anpn
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Entwicklungssatz von Laplace

o Ist Ac R™", n>2, so entsteht A R(=1x(n=1) qurch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte:

an PPN PP 313

A:.J. = «— i-te Zeile gestrichen

a31 e .. 833
T j-te Spalte gestrichen

o Die Determinante det(A}) ist ein sogenannter Minor von A.
e Entwicklung nach der i-ten Zeile (fiir n > 2):
n

det A = ) (—1)Vajdet A}
j=1
o Entwicklung nach der j-ten Spalte (fiir n > 2):
detA = Y (—1)"aj;det Aj

i=1
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Beispiel fiir den Entwicklungssatz von Laplace

@ Bsp. Entwicklung nach der 2-ten Zeile:

2 3 4

020 :0’3 4‘4—2‘ 2 4‘—0‘ 2 3’:2(2—i-4):12
1 -1 1 -1 5

1 51

@ Bsp. Entwicklung nach der 3-ten Spalte:

2 3 4

02 0| =4 0 2 +0 23 -1 23 =4-24+4=12

15 1 -1 5 -1 5 0 2
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Anwendung auf Populationsmatrizen (1)

@ Wir betrachten die Populationsmatrix

0 80 50
06 0 O
0 04 O
0 0 03

>
Il
co oo

und fragen nach einer stabilen Altersverteilung x # 0.

@ Ax = Ax setzt voraus das (A — A/) singular ist, also:

A= M|

-X 80 50 0

_ |06 —x 0 0]_ | Eé _82
0 04 —-X\ 0 0 04

0 0 03 -\

-2 0 80 50
= (s sl e )

= —A(=X\*—-0.6(—80\ —50-0.4))
= —A(-A°+48)\+12)

50
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Anwendung auf Populationsmatrizen (2)

@ Nullstellensuche:
JA=X|=0 & A=0 oder — X +48X+12=0

o Der Eigenwert \ = 0 korrespondiert zu einem Eigenvektor x = (0,0, 0,x)7
(d.h. nur 3lteste Generation ist vertreten). Unter Anwendung von A ergibt
sich hierfiir Ax = 0.

@ Die anderen beiden Eigenwerte:

Falls |[A\| <1 = exponentiell abfallende Populationsdynamik
Falls |[A\| >1 £ exponentiell ansteigenden Populationsdynamik

zu entsprechenden Anfangswerten (Eigenvektoren).
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Inverse Matrizen

Eine quadratische Matrix A € R"*" heiBt invertierbar, wenn eine Matrix
A1 € R"™" existiert, so dass

AATL = ATlA = (Einheitsmatrix)

A~ heiBt Inverse von A.

Eine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie regular ist,
also vollen Rang besitzt: Rang(A) = n.

Durch Kenntniss der Inversen lassen sich LGS einfach durch Matrix-Vektor
losen:

Ax = b
& x = (A'A)x = A (Ax) = A7tb

Aber: Berechnung von A~1 ist i.a. aufwindiger als das Losen eines LGSs.

Beispiel:
4 3\7" [ T -3
5 7 B\ -5 4

Fiir eine regulare Matrix A gilt
det(A™1) = (detA)!
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Berechnung von Inversen mittels Determinanten

o Ist A € R™" invertierbar, so 3Bt sich die Inverse berechnen mittels der
Matrix C € R"*":

ci = (—1)"detAj
1

Afl — T
det A

@ Zur Berechnung der Inverse sind somit folgende Schritte notwendig:
> Ersetze jeden Koeffizienten von A durch den entsprechenden Minor.
» Multipliziere einiger Koeffizienten mit —1, wenn i + j ungerade ist.
» Transponiere die Matrix
> Dividiere alle Koeffizienten durch det A.

a b d —c
AZ(C d) = CZ(—b a)
a b\ 1 1 d —b
c d " ad—bc\ —¢c a

@ Spezialfall n = 2:
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Beispiel einer 3 x 3 Inversen

@ Wir wollen die Inverse berechnen von:

01 —4
A = 1 2 -1
11 2
@ Entwicklung nach der ersten Spalte:
2 -1 1 —4 1 —4
detAzO‘1 5 1 ) ’2 1’:—(2+4)+(—1+8):1
@ Die Matrix C:
5 -3 -1
c = -6 4 1
7 —4 -1
@ Damit erhalten wir:
5 -6 7
ATl = -3 4 —4

-1 1 -1
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Kap. 7: Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Ereignisse

@ Definition: Unter einem Elementarereignis verstehen wir ein nicht genau
voraussagbares Ergebnis eines Experimentes. Die Menge der
Elementarereignisse bezeichnet man als Ereignisraum 2. Jedem
Elementarereignis a ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit P(a) € [0, 1] zu.

o Beispiele:
(i) Ereignisse beim einmaligen Werfen einer Miinze: Kopf (K), Zahl (Z):
0 = (K2} PK)=P(2)=
(ii) Zweimaliges Werfen mit Reihenfolge:
Q = {KK,KZ,ZK,ZZ} P(a):% VaeQ
(iii) Werfen von zwei ununterscheidbaren Wiirfeln:
Q = {KK,zZK,ZZ} P(KK):P(ZZ):%7 P(ZK):%
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Wahrscheinlichkeit

Wir konnen ebenso Teilmengen aus Q2 eine Wahrscheinlichkeit zuordnen:
Beispiel:

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Werfen zweier Miinzen
mindestens einmal Kopf dabei ist ?

P({KK,ZK}) = P({KK})+ P({ZK}) = %

Daher fassen wir die Wahrscheinlichkeit P auf als Abbildung von der Menge
aller Teilmengen von €, der sogenannten Potenzmenge P(2), in das Intervall
[0, 1]:

P:P(Q) — [0,1]

Die Elemente von P(2) nennen wir Ereignisse.
Ist Q endlich mit n Elementen, so besitzt P(£2) genau 2" Ereignisse:

P@) = 2

o Beispiel: P({a, b}) = {0.{a},{b},{a, b}}
@ Unter einem unmoglichen Ereignis versteht man ein A € P(Q2) mit P(A) = 0.
Ein sicheres Ereignis ist dagegen ein A € P(Q) mit P(A) = 1.
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Forderungen an die Wahrscheinlichkeit

@ Es gilt stets die Normierung:
P(2) =1

Q ist also ein sicheres Ereignis.

o Additivitat: Sind zwei Teilmengen A, B € P(Q) disjunkt, so ist die Gesamt-
wahrscheinlichkeit gerade die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten:

ANB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B)
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Konstruktionsmoglichkeit

@ Wenn Q endlich ist: Wir ordnen jedem Elementarereignis a € 2 eine
Wahrscheinlichkeit P(a) so zu, dass gilt:

Y P =1

aeq

@ Streng genommen miisste man eigentlich schreiben P({a}) statt P(a). Wir
wissen aber was gemeint ist.
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Biologische Beispiele

o Genetik: (i) Paarung zweier Individuen vom Genotypus AA und Aa. Die
befruchteten Zellen sind vom Typ AA oder Aa:

1
Q = {AA, Aa}, P(AA) = P(Aa) = 5
(ii) Paarung von Genotypus Aa und Aa:
1 1
Q = {AA, Aa, aa}, P(AA) = P(aa) = 2 P(Aa) = 5
@ Bestrahlung lebendigen Gewebes mit Rontgenstrahlen. Ergebnis: manchmal

Mutationen. Bei Wiederholung des Experiments unter gleichen Bedingungen
beobachtet man eine gewisse Haufigkeit an Mutationen.

abs. Haufigkeit
Anzahl Experimente

rel. Haufigkeit =

Den Grenzwert (#Exp— o) nennt man Mutationswahrscheinlichkeit.
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Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit

Zu einem Ereignis A, heisst A = Q\ A das Gegenereignis von A. Fiir das
Gegenereignis gilt stets:

P(A) = 1-P(A),

denn AUA=Qund ANA=0.
Sich einander ausschliessende Ereignisse:

ANB=0 = PANB)=0
Fir voneinander unabhangige Ereignisse gilt
P(AN B) = P(A)- P(B)
Teilmengen:
AcCB = P(A)<P(B)
A “ohne” B:
P(A\B) = P(A)—P(ANB)
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Wabhrscheinlichkeitsberechnung iiber das Gegenereignis

Beispiel Fernsehshow
@ Sie befinden sich vor 10 Tiren. Hinter einer von lhnen steht der
Hauptgewinn. Die tibrigen 9 Tiren sind Nieten.
@ Sie wahlen unter 10 Tiiren eine Tir aus.
@ Nun offnet der Showmaster von den lbrigen 9 Tiren genau 8, hinter denen
sich jeweils nichts befindet (Nieten).
@ Es bleiben also genau zwei geschlossen, darunter eine die Sie gewahlt haben.
@ lhnen wird nun noch einmal die Moglichkeit gegeben, ihre Wahl zu andern.
Wechseln Sie?

A = Hauptgewinn hinter urspriinglich gewahlter Tur
B = Hauptgewinn hinter anderer (noch geschlossener) Tiir
1
Ohne Wechseln:  P(A) = m

Mit Wechseln:  P(B)

I
|
=
I
—
I
Y}
=
i
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Additionstheorem

Beispiel: Ziehen zweier Karten aus einen Skatblatt (32 Karten) mit Zuriicklegen.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mind. ein Pik dabei ist?
A = erste Karte Pik, B = zweite Karte Pik

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) A

1. Moglichkeit mittels Additionstheorem:

1 1 11 7
PAVB)=PA) +P(B) - PANB) =242 -3 37 16

2. Mdglichkeit iiber das Gegenereignis AU B (kein Pik dabei):

AUB = ANnB (Morgan'sche Regel)
P(AUB) = 1-P(AUB)=1-P(ANB)=1-
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Szenario: Die Wahrscheinlichkeit fiir die Genotypen GG, Gg und gg sei fiir
eine gewisse Tierpopulation 0.4, 0.5 und 0.1. Das Gen g (dicke Nase) sei
rezessiv. Bei einem gewissen Tier beobachtet man keine dicke Nase.

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt dieses bestimmte Individuum
den Genotyp GG ?

Gefragt ist also nach P(GG) unter der Voraussetzung, dass man gg bereits
ausschliessen kann. Bezeichnung:

A = {GG} B ={GG,Gg}

Obiges Ereignis bezeichnet man mit A|B, gelesen “A unter der Bedingung
B"; gefragt ist also nach P(A|B).

P(AN B)

PUAIB) = 55

Hier ergibt sich z.B.
P(A|B) = P(ANnB)/P(B) = P(A)/P(B) = 0.4/0.9 ~ 0.44.
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Beispiel 1 - Sterbewahrscheinlichkeiten

Ereignis  Alter Sterbewahrsch.
Ay bis 20 0.0315
As 20-40 0.0277
Az 40-60 0.1226
Aq 60-80 0.5162
As > 80 0.3020

@ Wabhrscheinlichkeit, dass eine 40-jahrige Person mind. 80 wird ?
@ D.h. bereits eingetreten ist das Ereignis:

B = {Tod nach dem 40. Geb.} = A3 U A, U As

o Gefragt ist nach

P(As|B)

@ Nach dem Multiplikationstheorem

P(As|B)

P(As N B)

0.302 ~ 0.321

T 0.1226 + 0.5162 + 0.302
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Beispiel 2 - Geburtstagsgeschenke

@ Sie mochten Gebutstagsgeschenke fiir die zwei Kinder eines Freundes kaufen.

Sie wissen, dass auf jeden

Fall ein Kind ein Junge ist. Sie wissen aber nicht,

ob beides Jungen sind oder nicht.

P(JJ) = P(JM) = P(MJ) = P(MM) = =

Gefragt ist nach
A
P(A|B)
@ Wenn Sie zudem wiissten,

C
P(AIC)

1
4

— (W} B = {JJ,IM, M}

— P(AN B)/P(B):% g = %

dass das erste Kind ein Junge ist, so ergibt sich:
= {JJ,IM}
1,1 1
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Abzahlen

@ In einigen Situationen 138t sich die Berechnung einer Wahrscheinlichkeit P(A)
darauf zurtickfiihren abzuzahlen, wieviele Elemente Q und wieviele A hat.
Denn wenn fiir alle a € Q gilt P(a) = 1/|€|, so folgt

Al
P(A) = —
(A) Ql
o Beispiel: Wahrscheinlichkeit, dass man bei einem Skatblatt alle 4 Buben
bekommt,
Die Reihenfolge der Karten ist unwichtig
Jede 10er Kartenkombination ist gleich wahrscheinlich.
|| ist die Anzahl vom Md&glichkeiten 10 Karten aus 32 auszuwahlen,
|A] ist die Anzahl vom Méglichkeiten 6 Karten aus 28 auszuwahlen (denn die
anderen vier sind ja gerade die Buben)

\{

vYyy

|6 aus 28|

P(A) = —
(A) |10 aus 32|
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Permutationen

Unter einer Permutationen versteht man die Auswahl von k Objekte aus
insgesamt n, wobei die Reihenfolge der Auswahl wichtig ist.
Dies entspricht dem Setzen von k Objekten auf n unterscheidbare Platze.
Es gibt
n!

m = n-(n=1)---(n—k+1)
solcher Permutationen.
Begriindung: Fiir das erste Objekt besitzt man n Moglichkeiten; fiir das
zweite nur noch n— 1, usw.
Speziell im Fall kK = n, gibt es n! Permutationen (es gilt 0! = 1).
Beispiel: Auf wieviele Arten lassen sich “Worter" mit 4 Buchstaben aus den
Buchstaben A bis Z (26 Symbole) bilden, wobei jeder Buchstabe nur
hochstens einmal vorkommen darf:

26!
Q = = =26-25.24.2
i9] 3] 6-25 3
Wabhrscheinlichkeit, dass der erste Buchstabe ein A ist: |A| = 2524 - 23,

P(A) = .
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Kombinationen

Eine Kombinationen ist vergleichbar mit einer Permutation, wobei die
Reihenfolge der Auswahl aber nicht wichtig ist.

Die Anzahl an Kombinationen entspricht der Anzahl an Moglichkeiten, k
Objekte aus insgesamt n gleichzeitig auszuwahlen:

Sprechweise: “n liber k" oder "k aus n".

Begriindung: Diese Anzahl entspricht gerade der entsprechenden Anzahl von
Permutationen geteilt durch die Anzahl an Moglichkeiten, k Objekte
anzuordnen.

Die Anzahl an Kombinationen entspricht den Binomialkoeffizienten:

(x+y)" = Z( j )xky""‘

k=0
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Beispiele

o Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Bridgeblatt (13 aus 52 Karten) genau 7
Piks enthalten sind ?

@ Gesamtanzahl an Bridgeblattern:

o (2)

@ Davon Anzahl Moglichkeiten, 7 Piks und 6 nicht-Piks zu erwischen:

13 52 —-13
A= (7)(767)
@ Wahrscheinlichkeit

P(A) = (173)(369) 131 39! 13139l

52 ~ 716! 61331 521
13
. . . 2
_ _M-19-37-39° 188166

23-41-43-47-700
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Beispiel: 6 aus 49

@ Wahrscheinlichkeit 6 Richtige im Lotto zu haben:

49
o = (¥). M-

61431 1 .
P(A) = o1 = 13083816 ~ 1 * 14 Mio-

@ Wahrscheinlichkeit 5 Richtige im Lotto zu haben:

o (2) (%)

6-43
P(B) = ——— ~ 1:542
(B) 13983816 54200
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Noch ein Beispiel:

o Ein Backer mische unter die 480 frischen Brotchen 20 vom Vortag.

@ Wie groB ist die W., dass man mind. ein altes Brotchen bekommt, wenn man
5 Stiick kauft?

@ Alternativ:

B;
P(B1)

P(A)

@ - (%)
()

_ 480! 5!495!
P(A) = P(A) = 1= 54751 5001
476 ---480

= 1—-—— ~ 1859
496 ---500 8:5%

{i-tes Brotchen frisch}

480 479
= P(B,|B;) = ——
500’ (B[ By) 499’

480 479
P(By) - P(By|By)---P(Bs|BiU---UB;) =

500499

476

496
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Kombinatorische Formeln

k Objekte aus n auswahlen:

mit Riicklegen ohne Riicklegen

in Reihenfolge

ohne Reihenfolge

n* n!/(n—k)!

()

k Objekte auf n Pldtze plaziereren:

mit Mehrfachbelegung Einfachbelegung

unterscheidbar

nicht unterscheidbar

nk n'/(n— k)!

(1)
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Biologisches Beispiel

e Die Mutationswahrscheinlichkeit eines Gens sei 2.5-1077 je Strahlungseinheit.
Wie groB ist die W., dass bei 10* Genen mind. eien Mutation auftritt.

o Uber das Gegenereignis:
P(A) = (1—25.10"7)1"

@ Approximation durch die Taylorentwicklung der Funktion f(x) = (1 + x)* an
der Stelle 0:

Fl+x) = (1+x)°
P(A)

Q

f(0) + xf'(O) =1+xs
1-25-107710* = 1—-2.5-10"3 = 0.9975

Q

Die W. betragt also P(A) =~ 0.0025 = 0.25%.
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@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Schulklasse mit 25 Schiilern
alle Schiiler an verschiedenen Tagen Geburtstag haben?

o Gesamtanzahl der Mdglichkeiten an Geburtstagen: |Q| = 365%

@ Gesamtanzahl der Moglichkeiten an Geburtstagen ohne Mehrfachbelegung:

365!

(365 — 25)!

|A| 365!

PA) = — = — ————

(4) 9] (365 — 25)136525

@ Da sich dies aufgrund der groBen Zahlen schwer ausrechnen 1a8t, machen wir

folgende Umformung mit kK = 25 und n = 365:

P(A) = :.”_1...”_k+1:1.<1_i)...<1_”_k+1)

n n n

Al =

Nun machen wir die Approximation 1 — x & exp(—x) fiir kleines |x|:

P(A) ~ exp(0)---exp ("_;‘L1> = exp (kg:l _,,I>

i=0

2 730

n n <

—i 1 kz‘:l 1(k—1)k 600
= —————
n
i=0

Also P(A) ~ exp(—60/73) = 44%.
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Permutationen mit gleichen Elementen

o Anzahl Moglichkeiten n Elementen in k Gruppen mit jeweils n; Elementen
einzuteilen:

n!
n1!n2! e nk!

@ Beispiel: Anzahl Moglichkeiten 24 Spieler in 2 Mannschaften 4 11 Spieler
und 2 Nicht-Spielern einzuteilen:

241
11111121
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Binomialverteilung
Gegeben sei ein Zufallsexperiment:
@ Bei dem wir nur zwischen Erfolg und MiBerfolg unterscheiden:
P("Erfolg") = p P("MiBerfolg") =g=1—p

@ Bei Wiederholung des Experimentes, sei die Wahrscheinlichkeit stets dieselbe
(unabhingige Experimente).

In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, in n Versuchen genau
k-mal Erfolg zu haben:

n n—
P(A) = ( p )pkq “
Die Folge der Ay heiBt Binomialverteilung.

Beispiel: Die W., das man bei 5-maligem Wiirfeln genau 2-mal eine “Sechs”
wiirfelt betragt:

2 4 4 5
P("2 Sechser") = ( g > <é> (2) = 15% = % <Z) ~ 20%
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Ein pharmalogisches Beispiel

@ Bei einem bestimmten Medikament gehe man von einer W., dass eine
Nebenwirkung von 3% aus.

@ Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten bei 10 zufallig ausgewahlten Patienten
mind. bei einem Nebenwirkungen auf?

Gegenereignis  P(Ap)

( 100 ) 0.03°0.97%° = 0.971°

P(Al + 'A10) = 1- P(Ao) ~ 26%
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