MATHEMATIK
El 10c M

2009 — 2010 Zusammenfassung

Ubersicht

Da ich noch nicht durchgangig in der Kursstufe unterrichtet habe, ist diese Zusammenfassung
ein erster Versuch, die wichtigsten Themen der Klassenstufe 10 (G8) zusammenzufassen. Ich
habe mich dabei auch an den Inhalten der Webseite

http://lehrerfortbildung-bw.de/faecher/mathematik/gym/fb1/modul4/wadi9 2/

orientiert. Da nun erst einmal der G8+G9-Doppeljahrgang kommt, ist mir ehrlich gesagt nicht
ganz klar, ob diese Zusammenfassung alles abdeckt.

Die Zusammenfassung gliedert sich in zwei Teile; im ersten Teil werden kurz die Ideen
besprochen, es geht also primdr um das Verstandnis. Im zweiten Teil wird dann gezeigt, wie
man diese Ideen mathematisch umsetzt, es geht hier um die fur die Kursstufe notwendigen
Rechentechniken. Ganz am Ende gibt es eine einseitige Gesamtiibersicht. Es werden
sowohl die Rechnungen per Hand als auch mit Hilfe des GTR besprochen. Fir den Umgang
mit dem GTR in der Kursstufe sei nochmal die Seite

http://www.joerg-rudolf.lehrer.belwue.de/gkmathe/gtr/GTR TI83Plus.pdf
empfohlen. Inhaltlich beschranke ich mich insgesamt auf die Analysis.
1. Teil:

» Funktionsbegriff, Darstellungsformen

e Funktionenzoo

» Anderungsrate, Differenzenquotient

« Differentialquotient, Ableitungsfunktion

e Tangente und Normale

» Besondere Punkte im Schaubild, Verhalten flir betragsmaBig groBe x-Werte
* Kurvendiskussion

2. Teil:

« Entscheiden, wann eine Funktion vorliegt und wann nicht.

» Finden von Definitions- bzw. Wertebereich von Funktionen. Notation dieser Mengen.
» Aufstellen von Funktionsgleichungen, Symmetrien

» Verschieben, Strecken, Spiegeln

« Aufstellen eines Differenzenquotienten, Ubergang zum Differentialquotienten
» Ableitungsregeln

« Aufstellen von Tangente und Normale

» Bestimmen von Nullstellen

e Bestimmen von Extremstellen und Extrempunkten

» Bestimmen von Wendepunkten (Zusatz wegen G9)

e Finden von Symmetrien

« Verhalten fiir betragsmaBig groBe x-Werte

» Zeichnen von Schaubildern anhand der besonderen Punkte

» Durchfiihrung einer vollstéandigen Kurvendiskussion

« Anwenden auf Extremalaufgaben
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1. Teil

« Funktionsbegriff, Darstellungsformen

Ganz kurz: Eine Funktion ordnet einem x-Wert der Definitionsmenge genau einen y-Wert der
Wertemenge zu. Eine Funktion ist tber diese beiden Mengen und die Zuordnungsvorschrift f(x)
eindeutig bestimmt. Auch das Schaubild bzw. eine Wertetabelle sind gleichwertige
Darstellungen der Zuordnungsvorschrift.

In der Mathematik formalisiert man Zuordnungen. Dabei méchte man, dass eine Funktion f
gewissen GroBen einer Menge, beispielsweise Schiilern der Klasse 10c, Elemente einer anderen
Menge, beispielsweise der Menge aller Namen, eindeutig zuweist. Es darf passieren, dass zwei
verschiedene Schiiler denselben Namen zugeordnet werden, allerdings nicht, dass einem
Schiler zwei Namen zugeordnet sind. Insoweit soll f eindeutig sein:
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Im Mathematikunterricht beschrankt man sich dann eigentlich nur noch auf Funktionen, deren
Definitionsbereich (Ausgangsmenge) wie auch deren Wertebereiche (Zielmenge) Zahlen
sind. Allerdings ist das Uberhaupt nicht so einschrankend, wie man denken kdnnte. Die Klasse
10c ist namlich auch Uber eine Klassenliste sortiert und so kann man jedem Schiiler eine
Platznummer zuweisen und das ist bereits eine einfache Zahl. Daher ist der Funktionsbegriff der
Mathematik auch im Alltag sehr wichtig. Eine Funktion wird Uber mehrere Dinge bestimmt;
ihren Def.bereich, ihren Wertebereich, ihren Funktionsterm und somit ihr Schaubild. Man kann
auch eine Wertetabelle angeben. Eigentilich sind zwei Funktionen nur gleich, wenn alle diese
Eigenschaften identisch sind. So gesehen ist f(x) = x mit dem Definitionsbereich der nattrlichen
Zahlen eine andere Funktion als die Funktion g(x) = x, die alle Kommazahlen als Def.bereich
verwendet.

 Funktionenzoo

Ganz kurz: Es gibt eine Reihe von Funktionenkiassen, die dhnliche Eigenschaften aufweisen. In
der Schule sind das ganzrationale Funktionen, trigonometrische Funktionen, Wurzelfunktionen,
Hyperbelfunktionen (1/x usw.) und die Exponentialfunktionen.

Ganzrationale Funktionen sind fur viele Anwendungen die wichtigsten, die trigonometrischen
Funktionen spielen in der Physik eine groBe Rolle und die Exponentialfunktionen in der
Wirtschaftsmathematik und der Biologie. Der Logarithmus spielt in der Chemie eine gewisse
Rolle.
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Mit dem neu gewonnenen Funktionsbegriff kann man eine Reihe von friheren Zuordnung wie
bspw. y = 3x+4 formalisieren. Im Folgenden die wichtigsten Funktionstypen:

Ganzrationale Funktionen

Wie die frihere Zuordnung y = 3x+4 formal zu f(x) = 3x+4 wird, kann man auch
Parabeln wie y = x2 zu f(x) = x2 umschreiben usw. Dabei fasst man alle Funktionen der
Bauart f(x) = 1+x+x2+5x3 zusammen. Diese Funktionen bestehen nur aus Konstanten
und Potenzen (1,2,3,...) von x. Es lohnt sich, diese Funktionenklasse zu bilden, da sie
eine Reihe gleicher Eigenschaften aufweisen. Mehr dazu spater.

Waurzelfunktionen

Auch die Funktionen der Form f(x) = +vx — 1 fasst man wegen gleicher Eigenschaften
zusammen und nennt sie Wurzelfunktionen.

Trigonometrische Funktionen
Die trigonometrischen Funktionen sind Sinus, Cosinus und Tangens. Hier muss man
etwas ausholen. Wir kennen vom rechtwinkligen Dreieck diese Bezeichnungen:
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Dabei ist zu beachten, dass das Dreieck rechtwinklig ist und die Bezeichnungen ,An"
bzw. ,Gegen" vom Winkel abhdngen. Der Gegenwinkel zu Alpha ware hier der Winkel
oben in der Ecke und dann ware die hierzu ,neue Gegenkathete" die ehemalige
Ankathete!

Schon in der Antike war bekannt, dass das Verhaltnis AK/GK bei festem Winkel nicht
mehr von der Lange der Hypothenuse abhangt. Es ist also egal, wie groB das Dreieck ist;
man kann es ,aufblasen® oder ,einschrumpfen® — es behalt alle wichtigen Eigenschaften.
Nur deswegen ist es mdglich, maBstablich zu zeichnen wie in GPS-Geraten, bei
googleMaps oder in einfachen StraBenkarten. Auch Grundrisse von Gebauden lassen sich
so einfach entwickeln: Man kann ohne groBen Auwand auf Papier Ideen entwickeln oder
verwerfen. Wegen der Bedeutung dieses Verhaltnisses bekam es einen Namen; der
Tangens zum Winkel Alpha. Nicht nur dieses Verhaltnis bleibt fest, auch GK/H und
AK/H, Sinus und Cosinus genannt, sind unabhdngig von der DreiecksgréBe. Man
kdnnte bereits hier eine Cosinusfunktion entwerfen, indem man jedem Winkel Alpha sein
Verhaltnis AK/H im rechtwinkligen Dreieck zuordnet. Allerdings mochte man gerne einen
groBeren Def.bereich haben. Und so flihrt man das BogenmaB ein: Schlagt man einen
Kreis mit Radius 1 (,Einheitskreis™), so kann man den Winkel Alpha auch mit dem
entsprechenden griinen Kreisbogen identifizieren:

W (M

http://www.steffen-haschler.de/schule/geogebra/einheitskreis/sincostan.html

Das ist insoweit praktisch, als dann der Defintionsbereich auch ein reiner Zahlenbereich
wird (vorher waren es ja Gradzahlen von 0° bis 90°). Der Bogen hat eine Lange von 0
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bis zu einem Viertel des Gesamtumfangs und der ist bei Kreisen 2zr mit Radius r. Im
Einheitskreis ist r=1 und so ist der Bogen bis zu #/2 lang. Man kann hier die Frage
stellen, welches Verhdltnis man einem langeren Bogen als 7/2 zuordnen kann. Und so
erweitert sich der Definitionsbereich der Bogenléange auf 2z. Man muss allerdings auch
negative Streckenverhaltnisse akzeptieren. Wenn man nun noch bemerkt, dass eine
Bogenlange, die langer als 2 ist, einfach ein Umrunden der Kreislinie bedeutet und so
sich die Verhdltnisse einfach immer wiederholen, hat man flir alle Zahlen eine
Cosinusfunktion definiert! Die Funktionswerte liegen tbrigens immer zwischen 1 und -1.
Uberpriife das alles anhand des Applets; der Punkt P lasst sich mit dem Mauszeiger
bewegen.

Eine Umrechnung von Alpha in den Bogen b ist sehr einfach, denn es gilt auch hier eine
Verhaltnisformel: Alpha/360° = b/2r. Denn der Anteil Alpha am Vollwinkel 360° ist
derselbe Anteil wie der entsprechende Bogen zum Gesamtumfang. Ist b gegeben, |6st
man nach Alpha auf und umgekehrt.

Exponentialfunktionen

Eine Zuordnung y = 2* nennt man eine Exponentialfunktion, da die Variable x im
Exponenten steht (2 heiBt Basis). Die zugehorige Funktion ware f(x) = 2* und diese
Funktion ist bei Wachstumsprozessen sehr wichtig. Diese Funktionsklasse hat Ubrigens
keine Nullstellen, denn fir x=0 ware f(x)=1. Nur flr sehr negative Zahlen schrumpfen
die Werte f(x) gegen Null, jedoch ohne sie zu erreichen. Dabei nennt man dann die x-
Achse eine Asymptote, da das Schaubild der Funktion ihr beliebig nahe kommt, ohne
sie eben jemals zu erreichen.

1/xund 1/x2

Die beiden Funktionen f(x) = 1/x und g(x) = 1/x2 ahneln ganzrationalen, sind aber
keine. Man kann sie zwar umschreiben zu f(x) = x™ bzw. g(x) = x %, sieht dann aber
auch, dass die Hochzahlen negativ sind und das ist bei ganzrationalen Funktionen nicht
erlaubt. Diese Funktionen versteht man schnell, wenn man sich Uberlegt, was sie
anstellen. f(x) beispielsweise dreht einfach nur die Zahl ,,um"™ und macht aus ihr ihren
Kehrwert. Aus 100 wird 1/100, aus 0.1 wird 10. Damit werden winzige Zahlen riesig und
riesige Zahlen winzig. Die Null ist nicht im Definitionsbereich, denn dann wiirde man
durch Null teilen, was fir uns nicht sinnvoll ist. Es ergibt sich dann dieses typische

Schaubild:
TI-84 Plus 1
’ Aip [ExAS (NSTRURMENTS Y
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Anderungsrate, Differenzenquotient

Ganz kurz: Betrachtet man einen Funktionswert zu einem festen x-Wert x1, dann gibt der
Differenzenquotient die (durchschnittliche) Anderungrate m bezogen auf einen 2. x-Wert x2 an.

f(x2) — f(x1)

- x2 —x1
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Oft fragt man sich, wie eine Entwicklung (beispielsweise das Wetter, der Aktienmarkt oder die
Ausbreitung der Schweinegrippe) verlaufen wird. Man hat dazu Daten gesammelt (bspw. die
Aktienkurse der vergangenen Wochen) und moéchte nun sinnvoll raten, was passiert. Eine
wichtige EntscheidungsgréBe ist hier dann die Tendenz, also die Anderung der letzten Tage.
War der Aktienkurs am fallen, erwartet man das eher auch fiir die Zukunft. Da man diese
Auswertungen mit Mathematik macht, wird es sehr interessant, auf Schaubilder zu schauen und
zu ,raten", was passiert. Betrachten wir bspw. die Gerade f(x)=2x, dann wird es sehr einfach.
Angenommen, wir haben eine Wertetabelle bis hin zu x=2. Dann malen wir das Schaubild,
verlangern die Gerade und wissen sofort alle zukilinftigen Funktionswerte. Bei einer Parabel
kdnnten wir da schon etwas schief liegen:

i3
0 el

S/ g
|
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Wieso geht in diesem Fall unsere Idee eigentlich schief? Und so lohnt es sich, einmal genauer
hinzuschauen. Die Grundidee ist sehr gut; wir ndhern eine Kurve mit einer Geraden an. Im Bild
zu erkennen ist ja auch, dass der Unterschied am Anfang noch nicht so groB ist. Erst etwas
weiter drauBen wird es schlichtweg falsch. Daher sollten wir uns wohl auf kleine Vorhersagen
beschranken. Daher gibt es lbrigens auch nicht im Sommer Wettervorhersagen flir Sylvester.
Mathematisch formal findet man, dass die Anderung einer Funktion als Quotient der y-Werte zu
den x-Werten beschrieben werden kann wie es mit der Steigung m bei Geraden der Form
y=mx+c gemacht wird. Fiir unser f(x) = x2 ist dann die Anderung des Funktionswerts von
P(1]1) zu Q(2]4) eben (4-1)/(2-1) = 3/1 = 3. So kommt man auch auf die blaue Gerade. Hatte
man aber die Anderung von Q(2|4) zu R(3|9) betrachtet, so hitte man als ,Steigung" (9-4)/(3-
2) = 5/1 = 5 gefunden. Die Steigung andert sich offensichtlich bei Parabeln standig, je
nachdem, wo man sitzt und welchen Bereich man betrachtet. So wére die Anderung von Q(2|4)
auf S5(2.5]6.25) ,nur* 4.5 gewesen. Diese Brliche nennt man ganz anschaulich
Differenzenquotienten oder auch durschnittliche Anderungsrate. Was ist nun aber die
exakte Steigung (momentane Anderungsrate) im Punkt Q(2|4)? Mit ihr kénnte man wohl die
besten Vorhersagen machen.

- Differentialquotient, Ableitungsfunktion

Ganz kurz: Lasst man beim Differenzenquotienten das x2 gegen das x1 gehen, dann geht m in
die momentane Steigung lber, die wir mit f (x) bezeichnen. x2 schreibt man dann oft als
x1+Dbiss/ und das bissl wird mit h abgekdirzt:

el = flxl+ h})l — f(x1)

Man kann dann jedem x-Wert sein f'(x) zuordnen und nennt das dann die Ableitung(sfunktion).

Um die momentane Anderungsrate zu finden, muss man ja eigentlich nur immer weiter an die
Stelle x=2 hineinzoomen. Dafiir nehmen wir uns einfach die Stelle 2+"“ein biss* und
untersuchen die Anderung fiir den Funktionswert. Das ,ein biss* wird gerne mit h abgekiirzt.
Dann ist die mittlere Anderungsrate wie vorher gesagt in diesem Fall
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_@2+n)?-2 (4+4h+h*) -4

- - —4+h
Mm="2¥n -2 h +

Nun ist fir h=1 die Stelle 2+h die Zahl 3 und hier erhdlt man sofort m=5 wie oben auch. Auch
fur h=0.5 findet man sofort m=4.5 wie oben! Was ist aber fiir h=0.000000001?! Dann sind wir
schon sehr nah an der 2 dran und die Steigung ist dann 4.000000001. Fir immer kleineres h
wandert 2+h auf 2 zu und die Steigung geht gegen 4. Und daher weist man der Stelle x=2 bei
der Normalparabel f(x)=x2 die Steigung 4 zu. Diese neue Zuweisung ist wieder eine Funktion
und heiBt die Ableitungsfunktion oder kurz die Ableitung von f an der Stelle x. Man kann
so jedem Punkt jeder Funktion eine Steigung zuordnen.

« Tangente und Normale

Ganz kurz: Die Tangente an einem Punkt P(x1/y1) einer Funktion f hat die Steigung m=f (x).

Die Normale hat den negativen Kehrwert dieser Steigung. Es gibt zwei einfach Formeln fir

diese Geraden.

_ 1
frx1)

Tangentengleichung Normalengleichung

t: y=f"(x1)(x—x1)+y1 bzw. n y= (x—x1)+y1

Wir kdnnen nun fir einen kleinen Bereich unsere Parabel linear fortsetzen, indem wir die
Steigung 4 im Punkt 2 weitergehen. Um das zu zeichnen und so zu Uberpriifen, wie gut das
funktioniert, miissen wir eine Geradengleichung aufstellen, die die Steigung 4 besitzt und durch
den Punkt Q(2|4) geht. Formal: m=4, also g(x) = 4x+c. Da Q auf der Geraden liegt, muss
g(2)=4 gelten. Wegen 4 = 4-2+c muss ¢ = —4 sein. Zeichnen wir f und g mit dem GTR:

M CIEXAS INSTHUMENTS

Das sieht ziemlich gut aus. Was haben wir noch einmal gemacht? Wir haben uns vorgestellt, wir
wiussten nicht, wie die Parabel fir Werte x>2 weitergeht, aber wir haben versucht, zu raten,
wie es weitergeht und das mit der Steigung im Punkt 2. Diese haben wir am Anfang
(Differentialquotient) nicht eindeutig bestimmen kénnen. Nachdem wir dieses Problem im Griff
hatten, haben wir nun eine Gerade gefunden, die etwas weiter von x=2 entfernt sehr gute
Vorhersagen macht. Da diese Gerade eine sehr groBe Bedeutung hat, hat auch sie einen
eigenen Namen und heit Tangente. Man findet librigens eine ganz praktische Formel flr
diese Tangenten: Flir eine Funktion f und einen Punkt Q(a|b) ist die entsprechende Tangente
diese Gerade: y = f'(a) - (x — a) + b. Flr unseren Fall ware nach dieser Formel mit f'(x) = 2x
die Tangente y = 4(x-2)+4=4x-8+4=4x-4. Das passt. Ubrigens kann man ganz einfach eine
Gerade aufstellen, die rechtwinklig auf der Tangenten steht und durch denselben Punkt Q geht.

Die Gleichung dieser sogenannten Normale ist allgemein y = —f,za)-(x—a)+b bzw. flr
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unseren Fall y = —i(x —2)+4=-025x+ 0.5+ 4 = —0.25x + 4.5. Uberpriifen wir erneut mit
dem GTR:

Sieht ganz ok aus, aber nicht wirklich rechtwinklig. Ist etwas falsch? Ja und nein. Der GTR hat
kein quadratisches Display und so verzerrt er das Ergebnis! Mit Maple sieht es besser aus:

- Besondere Punkte im Schaubild, Verhalten fiir betragsmaBiqg grofBe x-Werte

Ganz kurz: Die Tangente an einem Punkt P(x1/y1) einer Funktion f hat die Steigung m=f (x).

Die Normale hat den negativen Kehrwert dieser Steigung. Es gibt zwei einfach Formein fir

diese Geraden.

_ 1
frx1)

Tangentengleichung Normalengleichung

t: y=f"(x1)(x—x1)+y1 bzw. n y= (x—x1)+y1

Wenn man erst einmal den Funktionsbegriff hat, fragt man sich bald, was eigentlich der
Funktionsterm, also bspw. f(x)=x2, so alles Uber die Funktion aussagen kann. Auch das
Schaubild ist interessant, denn ab einem gewissen Bereich ist meistens ,eh klar®, wie die
Funktion weiter verlaufen wird und man sieht Hochpunkte, Tiefpunkte und natlrlich die
Nullstellen. Da Term und Schaubild sehr eng miteinander zusammenhangen, ist es mdglich,
Besonderheiten in beiden Objekten zu finden. Insgesamt unterscheiden wir folgende Stellen
bzw. Punkte:

* Nullstellen: Hier gilt f(x)=0, das Schaubild schneidet oder berihrt die x-Achse.
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» Extrempunkte bzw. Hoch- und Tiefpunkte: f'(x) = 0 und bei einem Vorzeichen-wechsel
von + nach — ist es ein Hochpunkt, bei einem VZW von — nach + ein Tiefpunkt.

= Sattelpunkt: f'(x)=0, aber die Ableitungsfunktion wechselt ihr Vorzeichen nicht. Die
Ableitungsfunktion berlihrt somit bei x die x-Achse ohne sie zu schneiden. Ein
Sattelpunkt ist ein spezieller Wendepunkt.

= Wendepunkte: Hier wendet sich die Kurve. Fahrt man Fahrrad auf dem Schaubild (wir
sehen das aus der Vogelperspektive), dann muss man an einem Wendepunkt den Lenker
umlenken, um die nachste Kurve zu nehmen. Hier muss f'(x)=0 sein und die zweite
Ableitung (die Ableitung der Ableitung) muss das Vorzeichen wechseln (Richtung egal,
Hauptsache nicht von + nach + bzw. — nach -).

= ,Verhalten |x| gegen unendlich™: Fir betragsmaBig groBe (was ist das?! einfach
sehr groBe positive Zahlen wie 100.000 und sehr negative Zahlen wie -10.000) x-Werte
sehen die meisten Kurven sehr langweilig aus. Sie gehen oft gegen einen festen Wert,
der auch ,Unendlich" sein kann.

= An dieser Stelle kann man auch schon auf Symmetrien eingehen, denn haufig sind
Schaubilder von Funktionen symmetrisch. In der Schule beachtet man Symmetrien zur y-
Achse und Punktsymmetrien zum Ursprung U(0|0). Wieso kann eine Funktion nie zur x-
Achse symmetrisch sein? Weil es dann nach Definition keine Funktion mehr ware. Jedem
x-Wert wird genau ein y-Wert zugeordnet. Es gibt nur eine Ausnahme. die Funktion
f(x)=0.

+ Kurvendiskussion

Ganz kurz: Erst einmal Defintionsbereich und Wertebereich auf Probleme untersuchen (wann
teile ich durch, wann wurzele ich eine negative Zahl?), gibt es Symmetrien?, dann Nullstellen
berechnen (Ausklammern, Umformen, Substitution, abc-Formel, Raten), Ableiten, ' (x)=0 losen
(also wieder Nullstellen bestimmen), auf Vorzeichenwechsel testen und so HP/TP bestimmen,
ggf. Wendepunkte bestimmen und dazu wieder ableiten und f “(x)=0 losen (also wieder
Nullstellen bestimmen) und auch hier auf Vorzeichenwechsel testen. Dann noch Zeichnen,
fertig. Hier siehst du, wie wichtig die Technik der Nullstellenbestimmung ist!

Eine Kurvendiskussion untersucht nacheinander

nicht immer: den Defintionsbereich und den Wertebereich einer Funktion

Symmetrien (zur y-Achse bzw. zum Ursprung)

Nullstellen

Extremstellen

G9.: Wendepunkte (ist ja auch nicht so schwer, einfach Extremstellen der 1. Ableitung
finden)

= Verhalten fir /x| gegen Unendlich. was macht die Funktion ,weit drauBen®

» und am Ende kann man die Funktion noch zeichnen.
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2. Teil
+ Entscheiden, wann eine Funktion vorliegt und wann nicht.

Das muss man selten und wenn, dann bekommt man Schaubilder vorgelegt und soll
argumentieren. Es gilt aber immer: ein x-Wert wird genau einem y-Wert zugeordnet, alles
andere ist halt keine Funktion.

Beispiel

Ist das eine Funktion? Nein, denn einem x-Wert werden zwei y-Werte zugeordnet. Hieran sieht
man, dass man keine direkte Funktion finden kann, die x ihrer Wurzel zuweist, denn das ware
dieses Schaubild. x=4 wirde sowohl y=2, als auch y=-2 zugeordnet. Erst, wenn man den
Wertebereich einschrankt und zwar ziemlich willkurlich auf positive y-Werte, klappt es:

3

24

Jetzt haben wir eine Funktion f, denn fiir jeden x-Wert gibt es nur einen y-Wert.

 Finden von Definitions- bzw. Wertebereich von Funktionen. Notation dieser
Mengen.

Ganz kurz: Nie durch Null teilen oder aus einer negativen Zahl Wurzeln. Mengen entweder
korrekt aufschreiben (ist manchmal ungewohnt und deshalb schwer) oder lieber mit Worten
umschreiben, das ist auch richtig!

Ublicherweise ist der Definitionsbereich von f gegeben, manchmal wird nach ihm gefragt. Setze
dazu Werte nahe der Null, sehr groBe positive wie negative Werte ein und schau, ob das
funktioniert. Du solltest nicht durch Null teilen oder die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen.
Darauf solltest du achten.
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Beispiel
Nehmen wir die Wurzelfunktion von oben, f(x) =+/x. Wie groB ist der maximale
Definitionsbereich? Fiir x negative Werte einzusetzen macht keinen Sinn, alles andere geht.

Beispiel

Etwas komplizierter wird es beim Funktionsterm f(x) = vx — 2. GroBe negative Zahlen
klappen nicht, Null klappt nicht, aber auch bei Zahlen kleiner 2 geht es nicht mehr. Dies
kann man nur finden, wenn man die Wurzel sieht und daran denkt, dass die Zahl unter der
Wurzel (das ist x-2), groBer als Null sein muss. x-2>0 bedeutet aber einfach x>2. Hier muss
man sich etwas mit Ungleichungen auskennen. Falls die dir nicht mehr geldufig sind, solltest
du sie dir etwas ansehen.

Um bei gegebenen Definitionsbereich den Wertebereich zu finden, muss man die erlaubten x-
Werte in f(x) einsetzen und schauen, was passiert. Wenn es Definitionsliicken gibt wie die 0 bei
der Funktion 1/x, dann setze auch Werte nahe dieser Llicke ein.

Beispiel

Gegeben ist f(x)=x2 flir alle Kommazahlen (reelle Zahlen) x. Setzt man die Null ein und
groBe negative wie positive Zahlen, erhalt man immer positive Lésungen. Daher umfasst der
Wertebereich alle positiven Zahlen und die Null. WeiBt du nicht, wie man so etwas formal
schreibt, dann schreibe es genau so hin, das ist auch richtig. Ansonsten ware das der

Intervall [0,~) oder R* U {0}, je nachdem, wie ihr das schreiben wollt.

Beispiel

.. 1 . oy .
Flr f(x) = =— muss man erst einmal feststellen, dass x positiv sein muss, wegen der
Vx—2

Wurzel. AuBerdem darf der Nenner nicht Null werden und so darf +x — 2 nicht Null sein bzw.
Vx = 2 bzw. x = 4. Also muss man noch die Zahl 4 verbieten.

« Aufstellen von Funktionsgleichungen, Symmetrien

Ganz kurz: Im GTR dber <MATRIX> alle Gleichungen eingeben und mit <rref(> losen. Per
Hand eine Gleichung nach einer Variablen einsetzen und das Ergebnis in alle lbrigen
Gleichungen einsetzen. So geht es weiter, bis nur noch eine Gleichung mit nur einer Variablen
Ubrig ist. Diese bestimmen und riickwarts einsetzen.

Symmetrien findet man sofort, wenn die Potenzen von x nur gerade sind (y-Achsensymmetrie)
oder nur ungerade sind (Punktsymmetrie).

Funktionen aufstellen kann man auch mit dem GTR. Zuerst per Hand. Wir suchen dazu eine
ganzrationale Funktion 3. Grades mit den Nullstellen x=2 und x=0 und dem Hochpunkt bei
P(1]4).

Per Hand

Ganzrational und 3. Grades bedeutet, die Funktion sieht aus wie f(x)=ax3+bx2+cx+d. Dabei
wissen wir aber nicht, welche Zahlen a,b,c,d gemeint sind. Aber es gibt ja noch mehr
Informationen. Nullstellen sind x=2 und x=0. Also gilt f(2)=f(0)=0. Also einmal
0=8a+4b+2c+d (wegen 23=8,22=4) bzw. 0=0a+0b+0c+d=d. Die zweite Gleichung ist
schon ziemlich einfach, d=0. Also ist unsere Funktion von der Art f(x)=ax3+bx2+cx.
Immerhin. Die erste Gleichung merken wir uns erst einmal mit der kleinen Abéanderung d=0.
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Dann lautet sie 8a+4b+2c=0. Dass bei x=1 ein Hochpunkt liegt, bedeutet f'(1)=0. D.h.
aber, wenn wir unsere ,Unbekannte™ f(x) ableiten und 1 einsetzen, Null heraus kommt. f
Y(x)=3ax2+2bx+c und damit fiir x=1: 3a+2b+c=0. Wieder so eine Gleichung mit a,b und c.
Noch eine Info ist bisher unausgewertet; P(1|4) liegt auf dem Schaubild von f. Damit muss
f(1)=4 gelten: a+b+c=4. Mehr Infos bekommen wir nicht, doch es wird reichen (man
braucht immer soviele verschiedene Gleichungen wie man unbekannte Zahlen hat). Notieren
wir sie einmal Ubersichtlich:

(1) 8a+ 4b +2c = 0
(2) 3a+ 2b +Cc = 0
(3) a + b +c = 4

Hier gibt es nun viele Methoden, aufzuldsen. Die Grundidee ist immer dieselbe. Man I6st die
erste Gleichung nach a auf und setzt das Ergebnis in (2) und (3) ein. Dann sind in (2) und
(3) nur noch b und c lbrig. Lést man dann (2) nach b auf und setzt das Ergebnis in (3) ein,
dann bleibt nur noch c librig und so kann man nach c auflésen. Kennt man ¢, kennt man mit
(2) sofort b und mit beiden durch (1) sofort a. Es geht oft viel schlauer und schneller, aber
das ist die Grundtechnik und die wird hier einmal vorgefiihrt:

8a+4b+2c=0 bedeutet a=-b/2-c/4. Also

(2) 3(-b/2-c/4) + 2b+ ¢ = 0

3) (-b/2-c/4) + b + ¢ = 4, etwas zusammengefasst also:

(2) wird zu -3b/2 -3c/4+2b+c=0 bzw. zu b/2+c/4 =0 und
(3) wird zu -b/2-c/4+b+c=4 bzw. zu b/2+3c/4 = 4.

Die neue Gleichung (2) l6sen wir nach b auf und finden b=—c/2. Nun ersetzt man alle bs in
(3) mit —¢/2 und erhalt:

(3) —(=¢/2)/2 = ¢/4 + (—c/2) + ¢ = 4 und vereinfacht schlieBlich
3) c/4—-c/4—-c/2 + c=4oder
3 c/2=4 bzw. c=8.

Jetzt wollen wir c=8 auswerten und hier merkt man, dass man lieber alle Gleichungen
durchnummeriert, um die Ubersicht zu behalten. Es geht aber dieses Mal auch so. Wir
haben oben eine Gleichung (2), die b/2+c/4=0 lautet. Mit c=8 steht da aber einfach
b/2+8/4=0 oder b/2+2=0 oder b/2=-2 oder b=—4. Mit c=8 und b=—4 finden wir mit jeder
der Gleichungen auch a. Am einfachsten ist die Startgleichung (3): a + b + ¢ = 4, denn hier
ware das dann: a + (—4) + 8 = 4 bzw. a + 4 = 4 oder a=0.

Also lautet f(x) = 0x3 — 4x2 + 8x oder einfach f(x) = —4x2 + 8x. Das ist aber witzigerweise
keine Funktion 3. Grades, sondern eine 2. Grades. Es gibt daher keine Funktion 3. Grades,
die die obigen Gleichungen erflillt, auBer, man lasst a=0 zu.

Diese ewige Rechnung macht der GTR ganz schnell. Man gibt einfach eine sogenannte Matrix in
den GTR ein, die unsere drei Gleichungen reprasentiert, lasst das I6sen und fertig:

Per GTR
<ON>, dann <2nd>+<x'> (also <MATRIX>) und erhélt dieses Display:
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| TI-84 Plus

AP XA INSTRUMENTS
;EITI% MATH EDIT
: [B]
35 [C]
4: [D]
i [E]
5 [F]
T4 [GE]

Jetzt kann man Uber <EDIT> und die <1> die Matrix A definieren. Wir haben 4 Zeilen und
funf Spalten, weil wir vier Gleichungen besitzen mit jeweils a, b, ¢, d als Unbekannten und
den Konstanten rechts vom Gleichheitszeichen. Daher wahlen wir 4 x 5. Man tragt namlich
in jede Zeile eine Gleichung ein und dabei nacheinander a, b, ¢, d und dann die Konstante.
Noch einmal die Infos der Reihe nach:

f(2) =0 : 8a+4b+2c+1d =0,
f(0) =0 : 0Oa+0b+0c+1d =0,
f'(1) =0 : la + 1b + 1c + 0d = 0 (hier ist das d beim Ableiten weggefallen!),
f(1) =4 : la+ 1b+ 1c+ 1d = 4.

Im GTR sieht das dann so aus (man sieht leider nicht alles...):

Ao Fiua

‘,’ﬂ [EXAS INSTHUMENTS
MATEIXIA] 4 =5
[ B Yy s =
FEEN D O
[ o i Z

ya.q1=1

Nun gehen wir Gber <QUIT> (<2nd> + <MODE>) ins normale Menu und kann dann einen
Befehl, <rref(>, aufrufen, der sofort das Gleichungssystem lést. Dazu gehen wir wieder in
<MATRIX>, diesmal aber auf <MATH> und da sitzt er etwas weiter unten (unter B). Danach
mussen wir A reinschreiben, was wieder Gber <MATRIX> und dann direkt <1> geht. Klammer
zu, <ENTER> und fertig. Eigentlich. In diesem Beispiel liefert der GTR ,Mist", weil es keine
richtige Losung gibt:

TI-84 Plus

::l IEXAS INSTHUMENTS
et [A]

[[1 8 -.5 8 4]
B 1 1.5 8 8]
(6 8 & 1 Al

- 5 B 5 A 111

Normalerweise sieht es anders aus. Ein ganz einfaches Beispiel, wo es klappt: Wir suchen eine
Funktion 3. Grades, deren Schaubild durch die Punkte P(1|1), Q(2]4), R(3|-3) und S(4|4) geht:

f1)=1: 1la + 1b +1lc+1d =1,
f2Q)=4: 8a + 4b +2c+1d =4,
f(3)=—3: 27a + 9% +3c+1d =-3,
f(4)=4: 64a +16b +4c+1d =4.
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Das geben wir wieder in die (4 x 5)—Matrix ein und lésen mit <rref(>. Es ergibt sich dann:

Fa-or FIUa

3

AS INSTRUMENIS

EEE—— =
EE—iEi—
=1 = E ) —
= EIENED

IR Y

CodPak0
)

Und hier kann man jetzt einfach ablesen. a=4, b=-29, c=62 und d=-36. Mit Maple sieht man
schon, dass die Funktion f(x) = 4x3-29x2+62x-36 die richtige ist:

10

T T 1
1 2 3 4 5
x

-1 4

Per Hand hatte das ewig gedauert und man hatte sich wohl auch noch verrechnet...

Bei diesen Infos werden auch manchmal Symmetrie-Infos gegeben, wie bspw., dass die
Funktion symmetrisch zur y-Achse ist. Dann muss man wissen, dass alle Summanden mit
ungeradem Exponenten von x (also x, x3 usw.) rausfliegen. Bei einer Punktsymmetrie fallen alle
Summanden von x mit geradem Exponenten (also Konstanten, x2 usw.) weg. Die jeweiligen
Buchstaben davor sind dann einfach Null.

» Verschieben, Strecken, Spiegeln

Ganz kurz: Ersetzt man in einer Gleichung jedes x durch (x+2), dann verschiebt sich das
Schaubild um zwei nach links. Ersetzt man x durch (x-4), dann verschiebt sich das Schaubild
um 4 nach rechts. Addiert man zum kompletten Term dlie Konstante 10, so verschiebt sich das
Schaubild um 10 nach oben. Durch Kombination kann man beliebig verschieben. Setzt man vor
den kompletten Funktionsterm ein Minuszeichen, klappt das Schaubild um (Spiegelung an der
x-Achse).

Es ist ganz praktisch, wenn man sich damit auskennt, wie man Schaubilder verschiebt. Es ist
ganz einfach:

Beispiel

f(x) = x2 kennt jeder. Das ist die nach oben getffnete Normalparabel. Setzt man vor den
gesamten Term ein —, dann ist sie nach unten gedffnet. Wem das nicht klar ist, soll es
mit dem GTR ausprobieren. Also f(x) = —x2 ist nach unten gedffnet. f(x) = —x2+4 ist
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nach unten gedéffnet und um 4 nach oben verschoben. Ersetzt man +4 durch +9, ist die
Parabel um 9 nach oben verschoben. Ersetzt man x durch x-2, dann erhdlt man
mittlerweile f(x) = (x=2)2+9 und diese Kurve ist um 2 nach rechts verschoben. Man
nennt so ein ersetzen von x eine Substitution, wie man es vom x2=u her vielleicht schon
kennt. Dieses Grundprinzip funktioniert bei schwierigen Termen genauso. Untersuchen
wir f(x) = 2sin(x)(x2+x3-10)+8. Schreibt man g(x) = 2sin(x+1)((x+1)2(x+1)3 -10)+8
und lasst beide Kurven mit dem GTR zeichnen, dann stellt man fest, dass sie zueinander
um 1 verschoben sind. Wobei g ,vorneweglauft®. Die Werte von g kommen immer 1
friher, daher ist diese Kurve nach links verschoben.

+ Aufstellen eines Differenzenquotienten, Ubergang zum Differentialquotienten

Ganz kurz: Wird nie an schwierigen Beispielen gefragt, aber prinzipiell sollte man es kdnnen.
Der Differenzenquotient wird immer zwischen zwei Punkten P(a/b) und Q(c/d) aufgestellt,
wobei P und Q auf dem Schaubild einer Funktion f liegen. Man bildet dann

d—>b

c—a’

was einfach die Differenz der y-Werte durch die Differenz der x-Werte ist. Auf die Reihenfolge
achten! Nicht d-b oben und a-c unten, sondern c-a. Es muss ,,zusammenpassen".

m =

Q soll jetzt ,,verschiebbar" sein. Wenn Q sich an P annahert, nahert sich ¢ gegen a und d gegen
b. Daher schreibt man ¢ dann oft als a plus etwas kleines, ein h. Und da d=f(c)=f(a+h) ist und
b=fa):

m_f(a+h)—f(a)_f(a+h)—f(a)
~ (a+h)-a h

Geht jetzt das h gegen Null, dann wird aus m die Ableitung, also die Steigung direkt im Punkt
P(a/b)!

f ist immer vorgegeben und man ersetzt dann f(a+h) und f(a) durch konkrete Ausdriicke und
schaut, was passiert.

Beispiel

P(1|3) auf f mit f(x)=x2+2. Dann ist wie gesehen f(1)=3. Bilde noch f(1+h):
f(1+h)=(1+h)2+2=12+2h+h2+2. Hier wurde mit binomischer Formel vereinfacht. Dann
setzen wir in die ,m-Formel" ein und erhalten:

fla+h)—f(a) (@1*+2h+h*+2)—1*+2 2h+h*
m = h = n = A =2+h

Was bedeutet das?! m ist 2+h. h symbolisiert den ,Unterschied" zwischen P und Q und
wird immer kleiner. Dann wird h irgendwann winzig im Vergleich zur 2. Insgesamt ist
also f* (x) = 2x (sozusagen fiir h=0, was es eigentlich aber nie ganz erreicht).

Beispiel

Nun fir einen belieigen Punkt P(x|f(x)) auf f mit f(x)=x2+2. Wir bilden auch hier f(x+h):
f(x+h)=(x+h)2+2=x2+2xh+h2+2. Hier wurde x durch x+h ersetzt (wie beim anderen
Thema, dem Verschieben) und dann mit binomischer Formel vereinfacht. Dann setzen
wir ein und erhalten:
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fla+h)—f(a) (x*+2xh+h*+2)—x*+2 2xh+h?
m = = —

= 2x + h.

h h h

Was bedeutet das in diesem Fall? m ist 2x+h. h symbolisiert den ,Unterschied™ zwischen
P und Q und wird immer kleiner. Dann wird h irgendwann winzig im Vergleich zu 2x.
Insgesamt ist also f* (x) = 2x.

+ Ableitungsregeln

Ganz kurz: Diese drei Regeln solltest du bisher kennen (die Namen sind so, sie sind aber
Uberhaupt nicht wichtig!):

Potenzregel:

Faktorregel.:
Summenregel:

x3 wird zu 3x2. Und zwar wandert die Hochzahl als Faktor vor das x und
wird oben um 1 kleiner gemacht. Allgemein. x* wird zu tx*.

Konstanten vor x bleiben erhalten: 5x2 wird zu 5 mal 2x.

Hast du einen langen Term wie x3-5x2+8, kannst du summandenweise
ableiten. Das meint, erst x3 zu 3x2 machen, -5x2 zu -10x und 8 zur 0
machen und dann zum Ergebnis zusammensetzen.: 3x2-10x.

Bei x mit negativen Hochzahlen oder bei Wurzeln aufpassen! Das geht alles mit der
. . 1 .
Potenzregel, man muss aber wissen, wie man/x oder — umschreiben kann!

Mit dem GTR:

Will man einen einzelnen Wert wie die Ableitung von f(x)=x2 an der Stelle
2, kann man einfach <nDeriv(X2,X,2)> eingeben und entern. Diesen Befehl/
findet man mit <MATH> und <8>. Dabei muss in der Mitte das X hin,
damit der GTR weil3, dass man nach X ableiten will. Mochte man mehrfach
ableiten, dann schachtelt man den Befehl, also nDeriv(nDeriv())...

Eine komplette Ableitung kann der GTR nicht, nur im <Y> als Schaubild. Dazu in Y1 wieder
<nDeriv> aufrufen und fir beispielsweise x3 dies eingeben. , Y1=nDeriv(X3 X X)".

Beispiel

f(x)=x2. f (x)=2x. g(x)=2x2 und g (x)=2(2x)=4x. Fir g mussten Potenz- und
Faktorregel angewendet werden.

Beispiel

f(x)=x%, f* (x)=1000x".

Beispiel

f(x)=1/x. Hier muss man umschreiben: f(x)=x. Dann ist f* (x)=-1x".

Beispiel

f(x) =+/x + 5. Hier muss man zuerst einmal die Summenregel anwenden. 5 fallt also
einfach weg, aber was ist mit der Wurzel? Die schreibt man als Hochzahl um und wendet
dann die Potenzregel an: v/x = x*/2. Dann findet man f'(x) = 1/2 - x~%/2. Das kann man
sogar noch einmal umschreiben (siehe vorheriges Beispiel mit negativen Hochzahlen):

) =1/2—
flx)=1/2 =
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« Aufstellen von Tangente und Normale

Ganz kurz: Die Tangente an einem Punkt P(x1/y1) einer Funktion f hat die Steigung m=f (x).

Die Normale hat den negativen Kehrwert dieser Steigung. Es gibt zwei einfache Formeln fiir

diese Geraden.

_ 1
frx1)

Tangentengleichung Normalengleichung

t: y=f"(x1)(x—x1)+y1 bzw. n y= (x—x1)+y1

Mit dem GTR: Hat man das Schaubild der Funktion (f(x) in Y1 eintragen), so kann man mit
<DRAW> (iber <2nd> und <PRGM>) mit <5> die Tangente zeichnen Ilassen. Die
Tangentengleichung wird dann unten angegeben. Der GTR fragt dich, an welcher Stelle du die
Tangente haben mdchtest. Variantel: Hinwandern mit dem Kreuz, Variante2: Gib die Zahl
direkt nach dem Tangentenbefehl ein, bspw. 2 und dricke <ENTER>. Die Normale musst du
leider selbst eingeben.

Also geben wir uns f(x)=x3-x vor. Wir wollen am Punkt P(1]|0) die Tangente bestimmen. Die
Formel steht oben. x1=1, y1=0 und wir brauchen noch f" (1). f' (x)=3x2-1 und so ist f" (1)=2.
Also gilt t: y=2(x-1)+0. Oder etwas einfacher y=2x-2. Mit dem GTR gebe ich in <Y1> den
Ausdruck X~3-X ein, gehe auf <WINDOW>, dann auf <DRAW>, <5> und driicke 1 und

<ENTER>. Dann ergibt sich dieses Bild:

i
00000+ —E 0000l

R
=
Und unten steht: Tangente flir x=1 ist y=2.000001x+(-2.000001). Meint natlirlich dasselbe wie

wir, allerdings ist der GTR nicht so schlau wie wir und rundet daher und gibt nicht ,-2", sondern
~+(-2)" aus, was umstandlicher ist.

Die Normale gibt es wie gesagt nur ,handisch®, aber wir haben ja alle GréBen. Der negative
Kehrwert von 2 ist halt -0.5 und so ist n: y=-0.5(x-1)+0 oder y=-0.5x + 0.5 (minus mal
minus!).

 Bestimmen von Nulistellen

Ganz kurz: Das Bestimmen von Nullstellen ist die wichtigstes Grundtechnik!!!

Mit dem GTR ist das ganz einfach: man kann die Kurve mit der x-Achse schneiden, mit
<TRACE> absuchen oder mit <CALC> und <ZERO> finden. Voraussetzung ist, dass man die
Gleichung in <Y1> eingibt,

Per Hand hat man es oft schwieriger. Hier muss man Umformen kdnnen, Ausklammern
beherrschen, die abc- oder pg-Formel wissen und Substituieren kénnen.

Gehe immer in dieser Reihenfolge vor: Kann ich durch einfach Umformen zur Lésung kommen?
Lassen sich ein oder mehrere x ausklammern? Kann ich die abc-Formel anwenden? Oder muss
ich vorher substitutieren? Notfallplan: Raten, kann aber als Abschreiben ausgelegt werden.

Zum Ausklammern ein Tipp: Wenn ihr x ausgeklammert habt, gibt es die Regel, dass ein
Produkt nur Null wird, wenn einer der Faktoren Null ist. Nutzt das aus!
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Beispiel

x> - x3 = 0. Umformen bringt uns nicht wirklich weiter: x> = x3. Man kénnte schon raten,
aber vorher priifen wir den nachsten Punkt, das Ausklammern: x3 besteht aus xxx und x°
aus xxxxx. Damit haben sie xxx gemeinsam und man findet x> - x3 = xxx(xx-1). Das
stimmt mit der 1, denn nur so kommt wieder xxxxx-xxx heraus, wenn man die Klammer
auflést. Schoner geschrieben ist das natiirlich x3(x2-1). Nun sollen wir ja x3(x2-1) = 0
I6sen. Links steht ein Produkt von 2 Zahlen. Das wird nur Null, wenn entweder x3 Null ist
oder x2-1 (oder natirlich beide zusammen, passiert aber sehr selten). Also entweder
muss x3=0 sein oder x2-1=0. Und jetzt finden wir alle Lésungen: x3=0 liefert nur x1=0
und x2-1=0 formen wir um zu x2=1 und dann mit Wurzeln: x2=+1 und x3=-1.

Beispiel
x2-2x+1=0. Hier kann nicht gut umformen und so wenden wir die abc-Formel an. a=1,
b=-2 (aufpassen mit Vorzeichen!!!) und c=1. Es gilt

—b ++b? — 4ac
X1/2 = 2a

und mit den oben genannten Zahlen wir das zu:

—(-2)£(-2)%-4 _2+V4-4_ 240 _
2 B 2 2

Hier liegt der seltenere Fall vor, dass x1=x2=1 ist (weil plusminus 0 ist halt plus 0). Man
nennt dann x1=1 doppelte Nullstelle. Fallen noch mehr Lésungen auf eine Zahl
zusammen, kann sie auch einmal dreifache, vierfache usw. Nullstelle sein, was selten ist.

Beispiel

x3-2x2+4+x=0. Hier kommt man nicht mit Umformen weiter. Ausklammern hilft aber:
X(x2-2x+1)=0. Und nun muss x1=0 sein und die Ubrigen Nullstellen finden sich in der
Klammer (x2-2x+1). Praktischerweise ist das das gerade gerechnete Beispiel und so ist
X2=x3=1.

Beispiel

x*-2x2+1=0. Weder Ausklammern noch abc-Formel helfen. Aber mit der Substitution
u=x2 schreibt sich die Gleichung einfacher: u2-2u+1=0. In u-Sprache kénnen wir jetzt
mit der abc-Formel die Gleichung I6sen und finden wieder ul=u2=1. Was heiBt das aber
fur unser x?! Das ist nicht so schwer, denn es gilt ja x2=u. Ist nun ul=1 passen dazu die
x-Werte x1=1 und x2=-1, denn beide ergeben quadriert ja die 1. Also sind das unsere
zwei Losungen.

Bestimmen von Extremstellen und Extrempunkten

Ganz kurz: Eine Extremstelle x1 liegt vor, wenn f'(x1)=0 ist und die Ableitungsfunktion einen
Vorzeichenwechsel macht. Wir priifen das entweder mit f(x1) oder mit dem , Wackeln" um x1.
Ist F'(x)>0 haben wir einen Tiefpunkt, bei f'(x)<0 einen Hochpunkt. Bei f'(x)=0 wissen wir es
nicht. Beim Wackein liegt bei einem Vorzeichenwechsel von + nach — ein Hochpunkt vor,
umgekehrt ein Tiefpunkt. Auch hier muss man erst einmal Nullstellen (zwar von der
Ableitung) suchen und das sollte man beherrschen! Der GTR kann ganz einfach tber
<CALC> (<2nd> und <TRACE>) mit <MAX> bzw. <MIN> die Extremwerte finden.
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Beispiel

f(x)=x3-x. Wir brauchen erst einmal f'(x)=3x2-1. Jetzt setzen wir f'(x)=0 und finden zwei
Lésungen, x1=Wurzel(1/3) und x2=-Wurzel(1/3). Jetzt bilden wir f'(x)=6x und finden
f*(x1)>0 und f*(x2)<0. Damit ist bei x1 ein Tiefpunkt und bei x2 ein Hochpunkt. Mit dem
GTR findet man dieses Maximum (Minimum selbst suchen!): x1=0.58 mit y1=-0.38.

Beispiel

f(x)=x*x2. Wir bestimmen gleich mal f(x)=4x3-2x und f'(x)=12x2-2. Nun finden wir die
Nullstellen der Ableitung und lésen daher 4x3-2x=0. Das geht ganz gut, weil wir ein x
ausklammern koénnen: x(4x2-2)=0. Und so ist x1=0 und 4x2-2=0 liefert die Ubrigen
Lésungen. 4x2=2 oder x2=0.5 oder x2/3= plusminus Wurzel(0.5). Bei beiden Lésungen
x2,x3 ist f'(x)>0 und so sind es Tiefpunkte, bei x1=0 gilt f'(x)<0 und es ist ein
Hochpunkt. Schaubild mit dem GTR ist ein W und es passt.

Beispiel

f(x)=x3. Wieder f(x)=3x2 und f"(x)=6x. Nullstellen von f(x) gibt es so: 3x2=0, also
x1/2=0. Nur 0 ist ein Kandidat. Aber f*(0)=0 und so wissen wir nicht, was los ist. Daher
wackeln wir einmal etwas um die 0. f(0.1)=0.03 und f'(-0.1)=0.03. Also ist links von der
0 die Steigung negativ und rechts von der Null auch (das Quadrat frisst das Vorzeichen
auf). Also kein Vorzeichenwechel und so kein Extremwert. Man nennt diese Sorte Punkt
auch Sattelpunkt.

» Bestimmen von Wendepunkten (Zusatz wegen G9)

Ganz kurz: Wendepunkte sind Extrempunkte der Ableitung. Kannst du Extrempunkte
bestimmen, kannst du auch Wendepunkte bestimmen. Einfach einmal ableiten und nochmal
ableiten. Dann '(x) = 0 losen und auf Vorzeichenwechsel testen!

Beispiel

Wir starten mit f(x)=x"/12-x2/2. Wir suchen Wendepunkte. Dazu miissen wir erst einmal
ableiten: f'(x)=x3/3-x. Nun tun wir so, als ware f' die Startfunktion und wir suchen
Extremwerte. Daher miissen wir wieder ableiten und Kandidaten suchen (f'(x)=01!).
f*(x)=x2-1. Es finden sich zwei Losungen, namlich x1=+1 und x2=-1. Liegt aber auch ein
VZW vor? Wir wackeln um +1 und sehen f*(+0.9)=0.81-1<0 bzw. f*(+1.1)=1.21-1>0.
Hier ist also ein Wendepunkt. Gleiches findet sich dann auch flir -1. Wichtig ist hier, in
der zweiten Ableitung zu wackeln! Fir Extremstellen wackelt man mit f, flr
Wendestellen mit f*!

+ Finden von Symmetrien

Ganz kurz:

y-Achsensymmetrie... wenn nur gerade Exponenten von x vorhanden sind.

Punktsymmetrie zum Ursprung... wenn nur ungerade Exponenten von x vorhanden sind.
Beispiel

f(x)=x-5 ist nicht symmetrisch. f(x)=x2-5 schon.
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Beispiel _
f(x)=sin(x2+5)(x2-7)+8 ist symmetrisch! Auch f(x) = x'j‘_‘g"_(x)

eine komplizierte Funktion kommt aber in der Schule eigentlich nie vor!

ware punktsymmetrisch. So

Beispiel
f(x)=x3-5x2+8x-4 ist nicht symmetrisch, da alle méglichen Exponenten auftauchen!

« Verhalten fiir betragsmaBig groBe x-Werte

Ganz kurz: Man muss immer zwei Falle abarbeiten; einmal geht x gegen plus Unendlich und
einmal gegen minus Unendlich. Das meint, dass die x-Werte einmal sehr groB sind und das
andere mal auch sehr grols, aber mit einem Minuszeichen davor. Man schaut dann einfach,
~was Sache ist". Tipps hierzu waéren.

1) sin(x) und cos(x) bleiben immer zwischen y=-1 und y=1 eingesperrt.

2) 1/x usw. gehen immer gegen Null fir groBe x-Werte. Flir grolBe negative Zahlen ist das auch
s0.

3) Die ganzrationalen Funktionen werden immer vom Summanden mit dem hdéchsten
Exponenten ,dominiert". Man muss nur ihn betrachten!

4) Wurzeln gehen auch gegen Unendlich, aber viel langsamer als x, x2 usw.

Der GTR kann das auch, allerdings schauen wir uns das naher in der Kursstufe an. Schon jetzt
kannst du aber tber <WINDOW> dir die Bereiche ,weit draulBen" ansehen.

Beispiel

f(x)=x3+1/x verhalt sich wie x3, weil 1/x gegen 0 geht fiir groBe Zahlen. Da x3 flir groBe
positive Zahlen positiv ist und flir groBe negative Zahlen negativ, sind die Grenzwerte
einmal +Unendlich und einmal —Unendlich.

Beispiel
f(x)=x2-1000/x verhalt sich wie x2 und das geht in beiden Fallen gegen +Unendlich (das
Quadrat frisst auch hier das Vorzeichen).

« Zeichnen von Schaubildern anhand der besonderen Punkte

Ganz kurz: Mit dem GTR muss man sich natiirlich nicht solche Umstédnde machen. Per Hand ist
das aber gar nicht so doof.

Beispiel

Nehmen wir an, wir wissen, dass die Funktion aus dem —Unendlichen kommt, bei x=-1
eine Nullstelle hat, bei P(-0.5/1) einen Hochpunkt hat, dann bei 0 wieder eine Nullstelle
und bei Q(+0.5/-1) einen Tiefpunkt und fiir groBe x-Werte nach oben abhaut. Dann tragt
man diese Infos ein und verbindet ,,frei Hand", etwa so:
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+ Durchfiihrung einer vollstandigen Kurvendiskussion

Ganz kurz: Man kilappert nacheinander die obigen Techniken ab. Details siehe im 1. Teil. Hier
gleich ein Beispiel. Mit dem GTR braucht man so etwas nicht wirkiich.

Beispiel

Eine Aufgabe: Es sei die Funktion f(x)=x+1/x gegeben. Bestimme den maximalen
Defintionsbereich, suche Symmetrien, finde die Nullstellen, die Extremstellen und
untersuche das Verhalten fir |x| gegen Unendlich. Skizziere die Kurve anschlieBend.

1) Definitionsbereich. Probleme kann es beim Teilen durch Null und beim Wurzeln aus
negativen Zahlen geben. Hier gibt's keine Wurzeln, aber einen Bruch mit x. Also
schaue ich mir 1/x an und sehe x=0 ist verboten. Um gleich zu wissen, was die
Funktion in der Nahe der Null macht, wackeln wir etwas um die Null. Fir winzige
Zahlen wie 0.001 ,explodiert™ der Bruch und die Funktion geht gegen +Unendlich. Fir
negative kleine Zahlen genauso, nur dass hier das Vorzeichen vornedran bleibt.

2) Symmetrien. Da nur ungerade Exponenten auftreten, muss f(x) punktsymmetrisch
zum Ursprung sein. Kleiner Test: x=2 folgt f(2)=2,5. x=-2 folgt f(-2)=-2,5. Passt.

3) Nulistellen. f(x)=0, also x+1/x=0. Hier muss man nach x auflésen. Also mal x
(aufpassen, dass x nicht Null ist, aber das ist dem Defintionsbereich sein Dank nie
so!) und wir finden x2+1=0. x2=-1 wird nix, also gibt es keine Nullstellen.

4) Extremstellen. Wir bilden f(x)=1-1/x2 (weil wir 1/x als x* schreiben). Jetzt suchen
wir Nullstellen: 0=1-1/x2 oder 1/x2=1. Mal x2 (wieder nicht gleich Null, s.0.) und wir
finden schlieBlich 1=x2 oder x1=+1 bzw. x2=-1. Also sind das unsere Kandidaten.
(x)=2/x3. Und so ist f*(1)>0 und f*(-1)<0. Wir haben bei x1=1 einen Tiefpunkt und
bei x2=-1 einen Hochpunkt. Die Punkte findet man, wenn man x1 bzw. x2 in f(x)
einsetzt: f(1)=2, f(-1)=-2 und so TP(1|2) und HP(-1|-2).

5) Fir x gegen +Unendlich gewinnt x und ,haut gegen +Unendlich ab®, genauso flir x
gegen —Unendlich, nur geht’s hier Richtung —Unendlich.

6) Skizze.
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Die Skizze ist hier gar nicht so einfach, notfalls sucht man weitere Punkte. Uberpriife mit
dem GTR. Um die Null und weit drauBen haben wir unsere Pfeile und wissen, wo es
hingeht. Von links nach rechts: wir kommen von unten und durchlaufen einen
Hochpunkt, rechts von ihm muss es wieder in den Keller und das stimmt auch mit dem
Pfeil Uiberein. Fertig. Rechte Seite: Wir kommen von oben, miissen durch den Tiefpunkt
und danach wieder hoch. Dann geht’s einfach weiter nach oben, das schreibt uns der
letzte blaue Pfeil vor.

Anwenden auf Extremalaufgaben

Ganz kurz: Bei Extremalaufgaben muss man oft eine (nicht sofort gegebene) Funktion
maximieren oder minimieren (Standardbeispiel: Kosten minimieren, Gewinn maximieren aus der
Wirtschaft). Da wir Hoch- und Tiefpunkte bestimmen kénnen (am besten per GTR), muss man
nur die Zielfunktion finden.

Beispiel

Du bekommst ein Blatt DINA4-Papier und sollst daraus eine Schachtel bauen mit
moglichst groBem Volumen. Dabei schneidest du an den Réndern Quadrate weg, etwas
SO:

Die Quadrate sollen alle gleich groB sein! Nun die Frage: Wie groB sind sie am besten?
Klar ist, schneidet man zu wenig weg, wird die Box sehr flach und das ist sicher nicht gut
furs Volumen. Schneidet man zuviel weg, wird sie zwar hoch, aber daflir schmal, was
auch nicht gut ist. Irgendwo dazwischen wird die optimale GrdBe liegen...
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Zuerst einmal mussen wir die GroBe der rausgeschnittenen Quadrate kennen. Da wir gar
nichts dariiber wissen, schneiden wir eben x cm weg. dann ist ein Quadrat x2 cm?2 groB
und da wir vier davon haben, ist der Wegschnitt 4x2. Das Restpapier hat dann diese
Form:

—— X

k— %o —)

Das Volumen der Schachtel am Ende ist Hohe mal Breite mal Tiefe. Dabei ist die H6he
bei uns einfach x cm. Die Breite war mal 20 cm, aber nun haben wir 2x cm
weggeschnitten (auf jeder Seite einmal x) und so verbleiben (20-2x) cm. Die Tiefe war
vor dem Schneiden 30 cm, aber auch hier sind 2x cm weggefallen. So findet sich das
Volumen in Abhangigkeit von x als V(x) = x(20-2x)(30-2x). Diese Zielfunktion, die
LVolumenfunktion® gilt es jetzt zu maximieren. Fir welches x zwischen 0 (nix
wegschneiden) und 10 cm (die ganze Breite wegschnipseln) ist V(x) maximal? Der GTR
hilft und findet Gber <MAX> ungeféhr 4 cm:

P LA I RN 1S

Bei solchen Anwendungsaufgaben kann mit dem GTR eigentlich nur schiefgehen, dass
man das <WINDOW> falsch einstellt und so die Funktion nicht richtig sieht. Dazu kann
helfen, dass hier nur 0<x<10 Sinn macht (wegen dem Schnipseln). Den y-Wert kann
man mit 100, 1000, 10000 schnell durchtesten und findet dann ganz gut, dass es um die
1000 spannend wird. Daher habe ich einen Bereich bis 2000 gewahlt.
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Ubersicht der Begriffe und Techniken

Begriff

Funktion
Definitionsmenge
Wertemenge
Funktionsterm

Schaubild

Wertetabelle
Ganzrationale Funktionen
Waurzelfunktionen
Trigonometrische Funktionen
Exponentialfunktionen
Hyperbelfunktionen
Differenzenquotient
Differentialquotient

1. Ableitungsfunktion

2. Ableitungsfunktion

Tangente

Normale

Nullstellen
y-Achsensymmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung

Extrempunkte

Hochpunkt

Tiefpunkt

Sattelpunkt

Wendepunkt

Verhalten |x| gegen Unendlich

Bestimmen d. Def.bereiches

Bestimmen des Wertebereiches

Aufstellen von Fkt.gleichungen

Verschieben d. Schaubild von f

...in x-Richtung

...in y-Richtung

Spiegeln des Schaubildes von f
Stauchen des Schaubildes von f
Strecken des Schaubildes von f

Differentialquotienten rechnen

Potenzregel
Faktorregel
Summenregel

Wissenswertes GTR

jedem x-Wert ist genau ein y-Wert zugeordnet.
Menge der zugelassenen x-Werte.

alle y-Werte, auf denen x-Werte wegen f(x) landen. ---
f(x)=... <Yl=>
Bild der Funktion. <GRAPH>
x-Werte neben y-Werten aufgetragen. <TABLE>
nur Konstanten und natirliche Potenzen von x.
ACHTUNG: keine negativen Zahlen unter Wurzeln!  ---
sin/cos (tan), Einheitskreis, Bogenmal

2" usw., haben keine Nullstellen, wachsen schnell  ---

1/x, 1/x2. ACHTUNG: nicht durch Null teilen! -
Bruch. Zahler: y2-y1, Nenner: x2-x1. Steigung m.  ---

Wie Differenzenquotient, aber x2 geht gegen x1.

Die Ableitung. Jedem x wird seine <nDeriv(X”*2,X,1>,
Steigung f'(x) zugewiesen. <nDeriv(Y1,X,X)>
Ableitung der Ableitung. Praktisch zum VZW-Test

bei HP/TP. <nDeriv(nDeriv)>
Gerade durch P(x|y) mit Steigung f'(x)<DRAW>:<tangent>
Gerade senkrecht zur Tangenten durch P(x|y).
f(x)=0 bzw. y=0. <CALC>:<zero>
nur gerade Potenzen von x in f(x). <WINDOW> I?
nur ungerade Potenzen von x in f(x). <WINDOW> I?
Hochpunkte und Tiefpunkte.
f'(x)=0 und Vorzeichenwechsel + nach — <CALC>:<max>
f'(x)=0 und Vorzeichenwechsel — nach + <CALC>:<min>
f'(x)=0 und kein Vorzeichenwechsel ---
Extrempunkt der Ableitung: f'(x)=0 mit VZW (egal wie)  ---
2 Falle: gg. +Unendl. und gg. —Unendlich! <WINDOW>

Teile ich durch 0? Wurzele ich aus neg. Zahlen?
Wo landen die x-Werte? Teste groBe, kleine Zahlen ---
Gleichungen aufstellen, durchnummerieren, <MATRIX>:
nach und nach auflésen, ineinander einsetzen. <rref(>

Ersetze jedes x in f(x) bspw. durch (x-2) flir Verschieben um 2
nach rechts.

Addiere zum gesamtem f(x) eine Konstante.
Ersetze f(x) durch —f(x). ---
Ersetze x bspw. durch 2x, um das Schaubild zu stauchen  ---
Ersetze x bspw. durch 0,5x, um das Schaubild zu stauchen ---
Schreibe x2 und y2 als x+h bzw. f(x+h), setze alles ein und
vereinfache. Kiirze h so gut es geht und setze dann h=0.
f(x)=x3. 3 nach vorne und oben 1 kleiner: f'(x)=3x2. ---
f(x)=2x2. 2 vorne mitnehmen: f(x)=2(2x)=4x.
f(x)=x3+x2. Getrennt betrachten: f\(x)=3x2+2x.
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Aufstellen Tangente f(x) ist gegeben, x1 ist gegeben. f(x1) und f(x1) bestimmen
und in t: y=f(x1)(x-x1)+f(x1) einsetzen
und vereinfachen.

Aufstellen Normale Identische Formel wie oben, nur die Zahl f(x1) durch ihren
negativen Kehrwert ersetzen. Bspw. wird aus 2 einfach -1/2.
Bestimmen von Nullstellen Umformen, Ausklammern, abc-Formel, Substitution.

ACHTUNG: beim Umformen nicht durch Null teilen! Hat man
erst einmal ein Produkt dastehen, kann man die Nullstellen der
Einzelfaktoren suchen. Zusammen sind es alle Nullstellen.

Schnelles Bestimmen HP/TP Vorzeichenwechsel mit f'(x)>0 (TP) bzw. <0 (HP) abtesten.
Bei f*(x)=0 muss man dann doch ,wackeln™.

Skizzieren eines Schaubilds «|X| gegen..."-Pfeile eintragen. Falls Werte flir x verboten sind,
auch hier die Pfeile eintragen (siehe Beispiel oben).
Nullstellen, HP/TP eintragen. Zusammenbauen.
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