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40013 Arithmetische. und geometrische Reihen

Geometrische und arithmetische Reihen

1 DEFINITION EINER REIHE

Zu jeder Folge { a, } kann man Teilsummen berechnen:

Sq1 = aq
S;=ai+ta d.h. sp=s1+ay
Sz3=aq tax+ a3 d.h. s3=s5 + a3

Sh=aqta+...+ayq *an

Die Folge dieser Teilsummen nennt man eine Reihe.

Verwendung des Summenzeichens

5
Y a,=a,+a,+a;+a, +a,
i=1

Gelesen: Summe fiir i=1 bis 5 Uber a; .

BEISPIELE

a) Die Folge a,=n mit 1 ;2 ;3 ;4 ;5 ; ...
ergibt diese Reihe:
S1=1
s,=1+2=3
s3=1+2+3=6
s$4=1+2+3+4=10
usw.

Es gilt allgemein: s_=

1R2
n 2

n“+4n (Beweis spater)

1 .1 1 1 1
mit X : X -
n(n+1) 1.2 2.3 34 4.5
ergibt diese Reihe:

b) Die Folge a, =

1 11 4 2 11 1 6+2+1 9 3 .
§,=—, S,=—+_-=—=—, S =—+_—+_—_= =—=— ;..
2 2 6 6 3 2 6 12 12 12 4

Es gilt allgemein:
S, = " Der Beweis wird schwer !
n+1
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2 ARITHMETISCHE REIHEN

2.1 Summenformel

Die zu einer arithmetischen Folge gehorende Folge der
Teilsummen heil3t eine arithmetische Reihe.

Beispiel 1:

Beispiel 2:

Die Folge der geraden Zahlen ist definiert durch:
a =2n, also: a,=2;a,=4;a,=6;a,=8; a,=10;...

Die Folge der Teilsummen ist dann

s,=a,=2
s,=a,+a,=2+4=6
s, =a,+a,+a; =12
s,=a,+a,+...+a,

Gibt es einen Term, der die Berechnung von s, direkt ermdglicht ?

Die berihmteste arithmetische Reihe wurde bereits in Beispiel a)
gezeigt und geht auf eine Geschichte des 9-jahrigen Schulers Carl
Friedrich Gaul® (1777 — 1855). Dieser erhielt von seinem Schulleiter
Buttner und seinem Assistent Bartels die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis
100 zu addieren. Er schaffte dies in so kurzer Zeit, dal} die beiden auf
seine mathematische Begabung aufmerksam wurden. Er hatte namlich
schnell beobachtet, daf® man 50 mal die Summe 101 rechnen mulfite:

Si0o= 1 + 2 + 3 +...+ 99+ 100
S100=100 + 99 + 98+ ...+ 2 + 1
2s1090 =101 +101 + 101 + ... + 101 + 101
So entstand die Gleichung 2s,,, =100-101 = s,,, =50-101=5050

Dies ist nun ein Prinzip, das man auf jede arithmetische Folge anwenden kann:

C) Die Folge sei a,=4n+1,also 5;9;13;17;21; ...

Wir wollen die ersten 30 Glieder dieser Folge addieren, d.h. die Summe s3; ist
gesucht. Dazu missen wir zuerst a,, =4-30+1=121 berechnen.

S30 =

5+ 9 + 13+ ..+ 113 + 117 + 121

S30=121 + 117 + 113 + .. + 13 + 9 + 5

2-5,,=30-126 = s,,=15-126=1890
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d) Daraus machen wir nun eine Formel. Man sollte jetzt erkennen, dal} bei n
Summanden n Summen auftreten, die alle so grof3 sind, wie a,+a,:

s,=a, + (a,+d) + (a,+2d)+....+(a,+(n-3)d)+(a, +(n-2)d) +(a, + (n-1)d)

\ \ \an—S 4n-2 an1
s, =(a,+(n-1d)+(a,+(n-2)d)+(a, +(n-3)d)+.... + (a,+2d)+(a,+d)+a,

Auf Grund der unterschiedlichen Lange dieser Summanden-Terme kdnnen die
nicht sauber untereinander stehen. Daher zeigen die Pfeile, wer
zusammengehort. Rechnen wir also nach:

a,+a_ =a,+(a,+(n-1d)=2a,+(n-1d
a,+a, ,=(a,+d)+(a,+(n-2)d)=2a,+(n-1d
a,+a, , =(a,+2d)+(a, +(n-3)d)=2a, +(n-1)d

USW.
Zwischenergebnis: 2-s,=n-(a,+a,)=n-(2a,+(n-1)d).
Es folgt: s, =2(a, +a,)=2(2a, +(n-1d)

Wenn man das ausmultipliziert, erhalt man
s, =na,+in’d-1dn=1d-n’+(a,-d)-n
also einen quadratischen Term.

Doch diese Formel merkt sich keiner. Man sollte dies jedoch wissen:

FuUr eine arithmetische Reihe qilt:
s, =3(a,+a,) (1)

=2(2a+(n-1d) (2)
S, ist ein quadratischer Term.

Die Formel (1) ist leicht zu merken, wenn man das Gauf3sche Prinzip kennt.

Aus (2) folgt tibrigens s, =2-2a+2(n—1)d=na+1dn’-1dn=1dn*+(a—1d)-n
Also ist s, stets ein term dieser Bauart: s =r-n’+s-n Ein Absolutglied ist also
nicht vorhanden !
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2.2 Musteraufgaben

(1)  Berechne die Summe der natlrlichen Zahlen von 17 bis 63

LOSUNG:
Die konstante Differenz d = 1 zeigt, dal} eine arithmetische Reihe vorliegt.
Wir miussen zuerst herausfinden, wieviele Glieder addiert werden sollen.
Hier hilft das Lattenzaunprinzip. Haben wir 4 Lattenzaune, dann befinden
sich darin 3 Zwischenraume. Tragen also die Latten die Nummern
17 ,18,19, 20 dann erhalten wir durch Subtraktion 20 — 17 = 3 die Anzahl
der Zwischenraume. Folglich sind es 4 Latten.

Hier tragen die Latten die Nummern 17 bis 63, also liegen 63 — 17 = 46
Zwischenraume vor, d.h. wir haben 47 Zahlen zu addieren.

Sy =17+18+...+63=g(17+63)=4—27~80=47-40=1880
AUFGABE 2

Berechne die Summe der ersten 20 Glieder dieser arithmetischen Folge:
a1=215; a,=205; a3=195; ...

LOSUNG
Wir missen zuerst ay berechnen: Esist d= a;—a;=-10 (!)
und folglich a,, =215+19-(-10)=215-190 =25
20
S,0 :7(215+25) =10-240=2400

AUFGABE 3

Esist a,=100-7n Berechne s =7

LOSUNG

Man muf} erkennt, dal® d =-7 ist und berechnet a; = 93

193
—n

Esfolgt s, =2.(93+100-7n)="(193-7n) =~ L7 +
2 2 2 2

AUFGABE 4

Esist axs= 64 und ag=99 Berechne sy5.

Usw. auf der Mathematik-CD
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2.3 Arbeiten mit dem Summenzeichen

Um Summen kompakt darstellen zu kénnen, hat man eine Abklrzung definiert:

7
> a=a,+a,+a,+a,+a;+as+a,
i=1

Das Symbol ist ein grof3es griechisches S, genannt Sigma. Es befiehlt, die
Summanden a; aufzusummieren, und zwar fur die Indizes 1 bis 7.

Der Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen besagt, dass hier eine Definition
7

vorliegt. Man liest := als ,sei“. Also Zai sei ajtax+...+ar.

i=1
Wenn man sei sagt oder := schreibt, kann man nicht fragen, warum das so ist, denn
diese Beziehung wird hier festgelegt und kann nicht bewiesen werden. Also ware
5:=2+3 falsch, denn dass 5 dasselbe ist wie 2 + 3 kann man beweisen, das wird
nicht festgelegt !

Man liest dies so: Summe der a; voni=1 bis 7.

Noch einige Beispiele zur Schreibweise:

15

> (2i+5)=(2:0+5)+(2:1+5)+(2:2+5)+(2:3+5)+...+(2:15+5)

k=0

8
sz = x4+ x* x84+, +x®

i=1

Wieviele Summanden umfaBt eine solche Summe ?
7

Schauen wir uns dieses Beispiel an: > 2'=2°+2*4+2° +2° 427, dann z&hlen
i=3

wir 5 Summanden, und die Summe lauft voni=3 bis i=7.

Denken wir uns einen Lattenzaun, auf dem die Nummern 3 bis 7 aufgemalt sind.
Dann hat dieser Lattenzaun 7 —3 also 4 Zwischenrdume und folglich 5 (4+1)

Latten.
ﬁ
— _/

'l
|7 —3=4 Zwischenrdume = 5 Glieder|

b

Merke: Z enthilt b-a+1 Summanden!

i=a
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Berechnung solcher Summen, wenn sie arithmetische Reihen darstellen:

M-

(1)

(2n—1) DerTerm a,=2n-1 definiert eine arithmetische Folge.

>
Il
N

Die zu berechnende Teilsumme aus den ersten 8 Gliedern
wird gemaf der Reihenformel so berechnet:

8
>o(n—1= 5 (3 +a,) = 4-(1+15) = 416 = 64

n=1

Weiter auf der Mathematik-CD
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3 GEOMETRISCHE REIHEN

3.1 Herleitung der Summenformel

Von einer geometrischen Folge mit der Berechnungsvorschrift
n—1

ahn=a; q

konnen natiarlich auch Teilsummen berechnet werden. Die Berechnungsformel fur
die geometrische Reihe entsteht durch einen einfachen Rechentrick: Man schreibt
zuerst die Summe auf, und darunter die g-fache Summe, die man dann subtrahiert:

aia:&‘euq\imq +...+aq \+‘a1q\* (1)

aiq+aiq’ +ag’+...+a;q"?+aq" " +aq" (2)

(1) - (2): Sh—gsn=ar—ar; q"

Alle untereinander stehenden Summanden der rechten Seite sind gleich und fallen daher bei
der Subtraktion weg. Nun klammert man links und rechts aus und erhélt:

sn(1-q)=ar(1-q")
Daraus folgt:

Bemerkungen:

1. Diese Formel gilt zunéchst einmal nur fir q = 1.

2. Der letzte Term entsteht durch Erweiterung mit — 1.

3 Die erste Summenformel eignet sich flir g < 1 (also auch fiir negatives q ),
die zweite Formel dagegen fiir q > 1.
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3.2
(1)

Musterbeispiele

Eine geometrische Folge wird durch a; = 16 und q ="/, definiert.

Dann kénnen wir zunachst einmal die Folge aufschreiben:

a1=16; a;=16*",=8; a3=4; a4=2;, as=1; ...as="l2; ar="4...
und die allgemeine Berechnungsformel wird zu

an :a1.qnf1 :16.(%)n71 :24.27n+1 :257n

Die Partialsummen (Teilsummen) dazu sind

S1 = aq =16
Sy)=aq t+a =16+8=24
Sz3=aq +az+as =24 +4=28

S4y=ai+ar+az+as=28+2=30

Fir grolere Teilsummen empfiehlt sich die Verwendung der
Berechnungsformel fur die geometrische Reihe:

Da hier g <1 ist, verwenden wir die erste Bruchdarstellung und erhalten:

1-(L1)°
S :16-L=32-(1—(%)6):32-(1—&):32-%:31,5

-3

; =
2

1_ 120
Und 320:16-# 32.[1-(4)%]=32-32-(4)® ~ 31999 969

=168 a1y

Wenn man die Berechnung von sg und sy, verfolgt, kann man einen Trend erkennen, der flir
viele solcher Folgen gleichartig ist: Der Faktor q" wird mit zunehmendem n und einem
Faktor q zwischen 0 und 1 immer kleiner, so dal3 sich die Summe nur noch unmerklich
vergréf3ert. Man kann mit dem Taschenrechner hier nachpriifen, dal3 sich s, beliebig dicht
an die Zahl 32 annéhert (aber nie erreicht! ). Solche ,konvergenten“ Folgen werden spéter
extra untersucht.

(2)

Berechne das Ergebnis der geometrischen Reihe 1+4 + 16+ ... +4'0

Fortsetzung auf der Mathe-CD
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3.3 Arbeiten mit dem Summenzeichen

10 0 ] ) 10 411_1 411_1
(1) D4 =4 44" 4474 440 =1 =" =1 308 101,
n=0 -

denn die Summe umfal3t 10-0+1=11 Summanden

Mehr davon auf der Mathe-CD



